
Ò�ÀÅÊÒÎ�ÍÛÉ ÀÒÒ�ÀÊÒÎ� ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛÂ ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÇåëèê Ñ.Â.ÑîäåðæàíèåÂâåäåíèå.�ëàâà 1. Àïðèîðíûå îöåíêè. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé.�ëàäêîñòü.x1 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.x2 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé â îãðàíè÷åííîéîáëàñòè.x3 �àâíîìåðíûå àïðèîðíûå îöåíêè.Ñóùåñò-âîâàíèå ðåøåíèé â íåîãðàíè÷åííîé îáëà-ñòè.x4 �ëàäêîñòü ðåøåíèé.x5 Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ïðè jxj ! 1.�ëàâà 2. Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð.x6 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.x7 Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð íåëèíåéíîãî ýë-ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.x8 Ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåîðåìû î ñóùå-ñòâîâàíèè àòòðàêòîðà.x9 �ëàäêîñòü àòòðàêòîðà.x10 Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ, ÿâíî çàâèñÿùåéîò x.x11 Ïðèìåðû òðàåêòîðíûõ àòòðàêòîðîâ.
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Ââåäåíèå.Ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðè áîëüøèõ çíà-÷åíèÿõ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíîé è èíòåðåñíîéêàê ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé âìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå. Â ñëó÷àå ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé îä-íèì èç íàèáîëåå îáåùàþùèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåò-ñÿ òåîðèÿ àòòðàêòîðîâ áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì(ñì. [1℄, [25℄, [28℄, [29℄, [33℄).Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðà äîêàçàíî äëÿ âåñü-ìà øèðîêîãî êëàññà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ,âêëþ÷àþùåãî äâóìåðíîå óðàâíåíèå Íàâüå�Ñòîêñà, íåëèíåéíîå ãèïåðáî-ëè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äèññèïàöèåé, ñèñòåìó ðåàêöèè äè��óçèè, äèññè-ïàòèâíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è äð. Äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåí-íûõ âûøå óðàâíåíèé â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â íèõ ÿâíîé çàâèñèìîñòè îòâðåìåíè äîêàçàíî, ÷òî àòòðàêòîð èìååò êîíå÷íóþ õàóñäîð�îâó è �ðàê-òàëüíóþ ðàçìåðíîñòü (íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ýòèõñèñòåì ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì). Êðîìå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ äî-ïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïîëó÷åí ðÿä âåñüìà ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâî òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå àòòðàêòîðà, åãî ãëàäêîñòè è ñêîðîñòè ïðè-òÿæåíèÿ ê íåìó.Îñíîâíûì ïðåïÿòñòâèåì ê èññëåäîâàíèþ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âíåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ìåòîäàìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿ-åòñÿ íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ýòîãî êëàññà.Ïîïûòêè îáîéòè ýòî ïðåïÿòñòâèå ïðåäïðèíèìàëèñü, ãëàâíûì îáðà-çîì, äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè. Â ýòîìñëó÷àå çà íàïðàâëåíèå 'âðåìåíè' åñòåñòâåííî âûáèðàåòñÿ îñü öèëèíäðà.Òàê, â ðàáîòàõ [23℄ è [24℄ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, ñâÿçàííûé ñ �àêòîðèçà-öèåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà è èññëåäîâàíèåì �àêòîðèçîâàííûõ óðàâíåíèéïðè ïîìîùè òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïï. Òåîðèÿ ïîëóãðóïï ìíî-ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è âðàáîòå [2℄.Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ ñïåêòðàëüíûõ óñëîâèé â ðàáîòàõ [22℄, [30℄è [31℄ ïîñòðîåíû êîíå÷íîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ, îáëàäàþ-ùèå ñâîéñòâîì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ òðàåêòîðèé ñîîòâåòñòâó-þùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Íåäàâíî â ðàáîòàõ [26℄, [27℄ è [32℄ áûëà ïðåäëîæåíà êîíöåïöèÿ òðà-3



åêòîðíîãî àòòðàêòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðî-ãî íå òðåáóåòñÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.Íàèáîëåå âïå÷àòëÿþùèì äîñòèæåíèåì íîâîãî ïîäõîäà ñòàëî äîêàçàòåëü-ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòîðà òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà èäèññèïàòèâíîãî íåëèíåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ áûñòðîðà-ñòóùåé íåëèíåéíîñòüþ.Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð íåëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû â öèëèí-äðè÷åñêîé îáëàñòè ïîñòðîåí â ðàáîòå [5℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîíÿòèå òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà ïðèìåíÿåòñÿäëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â íåêî-òîðîì âåñüìà øèðîêîì êëàññå íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé 
 � Rn , îáëà-äàþùèõ âûäåëåííûì íàïðàâëåíèåì ~l 2 Rn , ñäâèã âäîëü êîòîðîãî íå âû-âîäèò çà ïðåäåëû îáëàñòè. Ýòî âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå è âûáèðàåòñÿ âêà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ 'âðåìåíè'.Ìîäåëüíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé òàêîãî òèïà ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþ-ùàÿ ñèñòåìà:(0.1) ( a�u+ 
Du� f(u; x) = g(x)x 2 
 ; u���
 = u0Çäåñü u = (u1; � � � ; uk), f = (f1; � � � ; fk) è g = (g1; � � � ; gk) � âåêòîð-íûå �óíêöèè, x = (x1; � � � ; xn), � � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûìx = (x1; � � � ; xn), a 2 L(Rk ;Rk ) � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþ-ùàÿ óñëîâèþ a + a� > 0, à 
Du � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãîïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè(0.2) 
Du = nXi=1 
i�xiu ; 
i 2 L(Rk ;Rk )Ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (0.1) ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñè-òåëüíî íåëèíåéíîé �óíêöèè f , ïðàâîé ÷àñòè g è ãåîìåòðèè îáëàñòè 
èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [9℄, [10℄, [12℄, [13℄, [14℄ èïðèâåäåííóþ òàì ëèòåðàòóðó).Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f óäîâëå-òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:(0.3) 8><>: 1: f 2 C(Rk �
;Rk )2: f(u; x):u � �C1 + C2jujr ; C2 > 03: jf(u; x)j � C(1 + jujr�1) ; r > 24



Çäåñü è äàëåå ñèìâîë u:v îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rk .Ïðàâàÿ ÷àñòü g = (g1; � � � ; gk) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèíàäëåæàùåé ïðî-ñòðàíñòâó �(
) = �W lo
�1;2(
) + Llo
q (
)�k, 1r + 1q = 1.Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (0.1) ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ u, ïðèíàäëåæàùàÿïðîñòðàíñòâó �(
) = �W lo
1;2 (
) \ Llo
r (
)�k, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (0.1) êàêðàâåíñòâó â ïðîñòðàíñòâå �(
) è èìåþùàÿ çàäàííûé ñëåä u0 2 V0(�
)íà ãðàíèöå �
. Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ �, � è V0 ïðèâåäåíûâ x1.Â ðàáîòå äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.1) è èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèååå ðåøåíèé ïðè jxj ! 1. Öåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò ñëåäóþùàÿàïðèîðíàÿ îöåíêà:(0.4) ku;
 \BRx0k� � C"(1 + kg;
 \BR+"x0 kr� + ku0; �
 \BR+"x0 krV0)Çäåñü u � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1), " > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå÷èñëî, BRx0 � øàð ðàäèóñà R â ïðîñòðàíñòâå Rk ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, àêîíñòàíòà C" çàâèñèò òîëüêî îò R, ", r è êîíñòàíò C1, C2 è C, ââåäåííûõâ óñëîâèè (0.3) (è íå çàâèñèò îò x0 è 
).Âûâîäó ýòîé îöåíêè ïîñâÿùåíà ãëàâà 1. Êðîìå ýòîãî, â ãëàâå 1 èññëå-äîâàíû íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ãëàäêîñòüþ è îãðàíè÷åííîñòüþïðè jxj ! 1 ðåøåíèé çàäà÷è (0.1) (â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòèîãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà (0.1) ïðè jxj ! 1äîêàçàíà â ðàáîòå [7℄).Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõîãðàíè÷åíèé íà ãëàäêîñòü îáëàñòè 
 (òî åñòü îöåíêà (0.4) ñïðàâåäëè-âà äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (0.1) â ïðîèçâîëüíîé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè
 � Rn).Â ãëàâå 2 äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Rn ñó-ùåñòâóåò íåêîòîðîå âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå ~l 2 Rn , òàêîå ÷òî(0.5) � 1: Ts
 � 
 ; 8s � 02: Ss�0 T�s
 = Rnãäå Ts = T ls : Rn ! Rn îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå Tsx = x+ s~l.Äëÿ ïðîñòîòû ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíîñòü fíå çàâèñèò ÿâíî îò x(0.6) f(u; x) � f(u)5



Ñëó÷àé ÿâíîé çàâèñèìîñòè íåëèíåéíîñòè f îò x ðàññìîòðåí â x10.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (0.6) äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàê-òîðà, íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (0.1), ñîâìåñòíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùååñåìåéñòâî óðàâíåíèé âèäà (0.1):(0.7) � a�u + 
Du� f(u) = �(x)� 2 H+(g)Çäåñü H+(g) � îáîëî÷êà ïðàâîé ÷àñòè g èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (0.1), îïðå-äåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(0.8) H+(g) = [Tsg; s � 0℄�wÑèìâîëîì [ � ℄�w â �îðìóëå (0.8) îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå�w(
), òî åñòü â ïðîñòðàíñòâå �(
), íàäåëåííîì ñëàáîé òîïîëîãèåé(ñì. x1).Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî (0.7) ïîðîæäàåòñÿ âñåìè ïîëîæèòåëüíû-ìè ñäâèãàìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (0.1) âäîëü íàïðàâëåíèÿ ~l, à òàêæåèõ ïðåäåëàìè â ñîîòâåòñòâóþùåé òîïîëîãèè, è ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿèíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ýòèõ ñäâèãîâ(0.9) Ts : H+(g)!H+(g) ; s � 0Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáîëî÷êà H+(g) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîìâ ïðîñòðàíñòâå �w(
). (Ôóíêöèè g 2 �(
), óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìóóñëîâèþ íàçûâàþòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíûìè â �w(
) â íàïðàâëå-íèè ~l. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òðàíñëÿöèîííîé êîìïàêòíî-ñòè â ïðîñòðàíñòâå �w(
) ïðèâåäåíû â x8). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëóãðóïïàfTs; s � 0g, äåéñòâóþùàÿ â êîìïàêòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåH+(g), îáëàäàåò íåïóñòûì !-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì (àòòðàêòîðîì) âíåì, êîòîðîå (ñì. [26℄, [27℄) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:(0.10) !(g) = Ts�0 hSh�s ThH+(g)i�wÌíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (0.7) ñ �èêñèðîâàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ �,ïðèíàäëåæàùåé îáîëî÷êå H+(g), îáîçíà÷èì ñèìâîëîì K+� è ðàññìîòðèììíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñåìåéñòâà (0.7) èç ïðîñòðàíñòâà �(
)K+ = [�2H+(g)K+�6



Ìíîæåñòâî K+ íàäåëèì èíäóöèðîâàííîé âëîæåíèåì K+ � �w(
) òî-ïîëîãèåé (íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîë �w(
) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî �(
),íàäåëåííîå ñëàáîé òîïîëîãèåé).Èç �îðìóëû (0.9) ñëåäóåò, ÷òî ïîëóãðóïïà fTs; s � 0g äåéñòâóåò âïðîñòðàíñòâå K+, òî åñòüTs : K+ ! K+ ; s � 0Îïðåäåëåíèå 1. Òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì óðàâíåíèÿ (0.1) â ïðîñòðàí-ñòâå �w(
) íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîð ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g, äåéñòâóþùåéâ òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå K+ (ñì. x6).Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.3), (0.5), (0.6), è ïóñòü ïðàâàÿ÷àñòü g óðàâíåíèÿ (0.1) ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â ïðîñòðàí-ñòâå �w(
). Òîãäà óðàâíåíèå (0.1) îáëàäàåò òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîìA â ïðîñòðàíñòâå �w(
).Ñëåäñòâèå (ñì. x7). Äëÿ ëþáîãî " > 0 è äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 � 
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:8<: lims!+1 distH1�";2(BRx0 )fTsK+��BRx0 ; A��BRx0 g = 0lims!+1 distLr�"(BRx0 )fTsK+��BRx0 ; A��BRx0g = 0Çäåñü dist:::fX;Y g = supx2X infy2Y kx� yk:::Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïîñòðîåííîãî âûøå àòòðàêòîðà ââîäèòñÿñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:Z(g) = f� 2 �(Rn) : �
Ts� 2 !(g) ; 8s 2 RgÇäåñü ñèìâîëîì �
 îáîçíà÷åí îïåðàòîð ñóæåíèÿ �óíêöèè íà îáëàñòü 
.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Z(g) ñîñòîèò èç âñåõ �óíêöèé �(t), îïðåäå-ëåííûõ íà âñåì Rn è ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó �(Rn), òàêèõ ÷òî äëÿëþáîãî s 2 R ñóæåíèå íà îáëàñòü 
 �óíêöèè (Ts�)(t) = �(t+ s) ïðèíàä-ëåæèò !-ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó !(g), îïðåäåëåííîìó �îðìóëîé (0.10).7



Òåîðåìà 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K� ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé u 2 �(Rn)óðàâíåíèÿ (0.7) â Rn ñ ïðàâîé ÷àñòüþ � 2 Z(g). Òîãäà òðàåêòîðíûéàòòðàêòîð A äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îïèñàíèå:(0.11) A = �
 [�2Z(g) K�Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà a â óðàâíåíèè (0.1) ÿâëÿåòñÿ ñà-ìîñîïðÿæåííîé (a = a�), à ïðàâàÿ ÷àñòü g ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó�Llo
p (
)�k ïðè íåêîòîðîì p > n2 è òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â íåì, òîåñòü åå îáîëî÷êà H+(g) = [Tsg; s � 0℄Llo
pêîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �Llo
p (
)�k.Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ. Òîãäà äëÿëþáîãî BRx0 � 
 K+��BRx0 � H lo
2;p(BRx0)è lims!+1 distH2;p(BRx0 )fTsK+��BRx0 ; A��BRx0 g = 0Àíàëîãè òåîðåì 1�3 äëÿ ñëó÷àÿ ÿâíîé çàâèñèìîñòè íåëèíåéíîé �óíê-öèè f îò x ïðèâåäåíû â x10.Íåêîòîðûå ïðèìåðû ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà (0.1), òðàåêòîðíûéàòòðàêòîð êîòîðûõ äîïóñêàåò ÿâíîå îïèñàíèå, ïðèâåäåíû â ïàðàãðà�åx11. Òàê, íàïðèìåð, òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð A óðàâíåíèÿ(0.12) � �u = u(u� 1)2(u� 2)2 � � � (u�N)2u��
 = u0â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè 
 � R2 , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (0.5), ñî-äåðæèò ëèøü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿA = fu � 0; 1; � � � ; NgÒàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 3, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ(0.12) (ñ êðàåâûì óñëîâèåì u0 2 V0(�
)) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòàju 2 f0; 1; � � � ; Ng;8



òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 � 
ku� ju; TsBRx0k2;p ! 0 ïðè s! +1 ; 1 � p <1Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû îñòàþòñÿ ñïðà-âåäëèâûìè äëÿ ñóùåñòâåííî áîëåå øèðîêîãî, ÷åì óðàâíåíèÿ âèäà (0.1),êëàññà óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ.�ëàâà 1. Àïðèîðíûå îöåíêè.Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé. �ëàäêîñòü.Â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé íåëèíåéíîé ýëëèï-òè÷åñêîé ñèñòåìû (0.1), íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ åå òðàåêòîðíîãîàòòðàêòîðà, è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è. Êðîìå òî-ãî, èññëåäîâàí âîïðîñ î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (0.1) ïðèáîëåå ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äîêàçàí-íûõ îöåíîê, ïîëó÷åíû íåêîòîðûå òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèéýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè x!1.Ïàðàãðà� 1 äàííîé ãëàâû ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå ñâîé-ñòâà �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì.Â ïàðàãðà�å 2 äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.1) â ñëó÷àå îãðàíè-÷åííîé îáëàñòè 
 �� Rn .Â ïàðàãðà�å 3 ïîëó÷åíû ðàâíîìåðíûå ïî 
 àïðèîðíûå îöåíêè ðåøå-íèé è, íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ x2, äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.1)â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè 
 .Â ïàðàãðà�å 4 èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè ðåøåíèé.Â ÷àñòíîñòè, âûäåëåíû óñëîâèÿ íà u0 è ïðàâóþ ÷àñòü g, ïðè âûïîëíåíèèêîòîðûõ âñÿêîå ðåøåíèå (0.1) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L1(
) (áåçïðåäïîëîæåíèé î ðåãóëÿðíîñòè ãðàíèöû �
).Ñëåäñòâèÿ èç ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ â ïàðàãðà-�àõ 3 è 4, ïðèâåäåíû â x5. Êðîìå òîãî, â ýòîì ïàðàãðà�å èññëåäîâàíâîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ïðè x!1 â ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíê-öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.x1 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû îïðåäåëèì ðÿä �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ,ó÷àñòâóþùèõ â �îðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøè-ìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (0.1), è ñ�îðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ9



ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèèëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ËÒÏ).Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X � ËÒÏ. Ìíîæåñòâî B � X íàçûâàåòñÿ îãðà-íè÷åííûì, åñëè îíî ïîãëîùàåòñÿ ëþáîé îêðåñòíîñòüþ E íóëÿ â X, òîåñòü 9N = N(E), òàêîå ÷òî 1nB � E ïðè n � N .Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî (ËÂÏ) (ñì.[8℄, [16℄, [20℄). Òîãäà ïîäìíîæåñòâî B � X îãðàíè÷åííî òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîëóíîðìû k � kp èç ñåìåéñòâà ïîëóíîðì, îïðå-äåëÿþùèõ òîïîëîãèþ â X, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîkBkp � C = C(k � kp)Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü X � ËÒÏ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X� � ËÂÏ âñåõëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèîíàëîâ íà X. Ñèñòåìà ïîëóíîðì, çà-äàþùàÿ (ñèëüíóþ) òîïîëîãèþ â X�, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì(ñì. [20℄): kTkB = supx2B jTxj B îãðàíè÷åíî â X (T 2 X�)Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå X çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëóíîðìkxkT = jTxj ; T 2 X� (x 2 X)Ïðîñòðàíñòâî X, íàäåëåííîå ñëàáîé òîïîëîãèåé, îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâî-ëîì Xw.�-ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå X� çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëóíîðìkTkx = jTxj ; x 2 X (T 2 X�)Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì, åñëè (X�)� = X.Ëåììà 1 [8℄, [20℄. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå (F�ïðîñòðàíñòâî).Òîãäà X ðå�ëåêñèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå îãðàíè÷åííîåâ X ìíîæåñòâî ïðåäêîìïàêòíî â Xw.Ëåììà 2 (òåîðåìà Ýáåðëåéíà) [20℄. Ïóñòü X � F�ïðîñòðàíñòâî. Òî-ãäà ìíîæåñòâî B ïðåäêîìïàêòíî â Xw òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ñå-êâåíöèàëüíî ïðåäêîìïàêòíî âXw, òî åñòü, èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèfxng 2 B ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ â Xw ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.10



Ëåììà 3 [16℄. Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå ËÂÏ. Òîãäà âñÿêîå îãðàíè÷åí-íîå â X� ïîäìíîæåñòâî ìåòðèçóåìî â �-ñëàáîé òîïîëîãèè.Ëåììà 4 [20℄. Ïóñòü X � ËÂÏ è B � X. Òîãäà(1) B îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå Xw òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Bîãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå X.(2) Ïóñòü B âûïóêëî. Òîãäà B çàìêíóòî â Xw òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îíî çàìêíóòî â X.Ëåììà 5 [20℄. Ïóñòü X � ËÂÏ è X0 � åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî.Òîãäà ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå X0 ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, èí-äóöèðîâàííîé âëîæåíèåì X0 � Xw.Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, àíîíñèðî-âàííûõ âî ââåäåíèè.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü V � Rn � íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òî-ãäà, êàê îáû÷íî, ñèìâîëîì Wl;p(V ) îáîçíà÷àåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî(B�ïðîñòðàíñòâî) îáîáùåííûõ �óíêöèé v 2 D0(V ), ïðîèçâîäíûå êîòî-ðûõ äî ïîðÿäêà l âêëþ÷èòåëüíî ïðèíàäëåæàò Lp(V ) (ñì. [17℄). Ñèìâî-ëîì Hl;p(V ) áóäåì îáîçíà÷àòü ñóæåíèå ïðîñòðàíñòâà Wl;p(Rn) íà ìíî-æåñòâî V (ñì. [3℄, [18℄). Êàê èçâåñòíî (ñì. [3℄), åñëè V � îãðàíè÷åííàÿîáëàñòü ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, òî ïðîñòðàíñòâà H è W ñîâïà-äàþò.Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü V � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn .Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì W 01;2(V ) � çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà C10 (V ) â ìåò-ðèêå ïðîñòðàíñòâà W1;2(V ). Ïðîñòðàíñòâî (W 01;2(V ))� � D0(V ), ñîïðÿ-æåííîå ê ïðîñòðàíñòâó W 01;2(V ), áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì W�1;2(V ).Ïóñòü V � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn . Òîãäà ñèìâîëîì W lo
1;2 (V )îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå �óíêöèé v èç D0(V ), âûäåëÿåìîå ñè-ñòåìîé ïîëóíîðì(1.1) kv; V \BRx0k1;2 � kvkW1;2(V \BRx0) <1 ; R 2 R+ ; x0 2 RnÀíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà W lo
�1;2(V ) è Llo
p (V ), 1 � p � 1.Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü 
 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn . Òîãäà�(
) = �W lo
1;2 (
) \ Llo
r (
)�k11



Çäåñü ïîêàçàòåëü r òàêîé æå, êàê è â (0.3). Ïîëóíîðìû â ïðîñòðàíñòâå� ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì îáðàçîì:kv;
\BRx0k� = maxfkv;
\BRx0k1;2 ; kv;
\BRx0k0;rg ; R 2 R+ ; x0 2 RnÎáîçíà÷èì ÷åðåç �0(
) çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà C10 (
) â òîïîëîãèèïðîñòðàíñòâà �(
).Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì�0(
 ; V ) çàìûêàíèå C10 (
)��
\V â ïðîñòðàíñòâå �(
 \ V ). Íåòðóäíîïîêàçàòü, ÷òî �0(
 \ V ) � �0(
 ; V ) � �(
 \ V )Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç �(
 ; V ) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà �(
)��
\V â ïðî-ñòðàíñòâå �(
 \ V ).Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü 
 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn . Òîãäà�(
) = �W lo
�1;2(
) + Llo
q (
)�k ; 1q + 1r = 1Ïðîñòðàíñòâî � ñîñòîèò èç âñåõ �óíêöèé g 2 D0(
), êîòîðûå ìîãóòáûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå:g = g1 + g2 ; g1 2 �W lo
�1;2(
)�k ; g2 2 �Llo
q (
)�kÑèñòåìà ïîëóíîðì â ïðîñòðàíñòâå �(
) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:kg;
 \BRx0k� = infnkg1; 
 \BRx0k�1;2 + kg2; 
 \BRx0k0;q :g = g1 + g2 ; g1 2 �W lo
�1;2(
)�k ; g2 2 �Llo
q (
)�ko ; R 2 R+ ; x0 2 RnÏóñòü V � Rn � åùå îäíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �(
 ; V )çàìûêàíèå ìíîæåñòâà �(
)��
\V â ïðîñòðàíñòâå �(
 \ V ).Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü 
 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn . ÒîãäàV0(�
) = �(
)Æ�0(
)Åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ � : �(
)! V0(�
) ìû áóäåì íàçûâàòü îïåðà-òîðîì ñóæåíèÿ (ñëåäà) �óíêöèé èç �(
) íà ãðàíèöó �
 (uj�
 � � u), à12



ïðîñòðàíñòâî V0(�
) � ïðîñòðàíñòâîì ñëåäîâ �óíêöèé èç �(
) íà ãðà-íèöå �
.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V � Rnêîððåêòíî îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ(1.2) �V : V0(�
)! V0(
 ; V ) = �(
 ; V )Æ�0(
 ; V )Ñèñòåìà ïîëóíîðì â ïðîñòðàíñòâå V0(�
) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:ku0; �
 \BRx0kV0 = infnkw;
 \BRx0k� :w 2 �(
) ; wj�
 = u0o ; R 2 R+ ; x0 2 RnÈññëåäóåì òåïåðü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâ, ñîïðÿæåííûõ ê ïðîñòðàí-ñòâàì, ââåäåííûì â îïðåäåëåíèÿõ 5�7.Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � îäíî èç ïðîñòðàíñòâ �(
), �0(
), �(
) èëèV0(�
). Òîãäà ëþáîé �óíêöèîíàë T èç X� ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí âñëåäóþùåì âèäå:(1.3) Tx = Dl; x��
\BRx0E ; l 2 X(
 ; BRx0)� (x 2 X)äëÿ íåêîòîðîãî BRx0 � Rn . Îáðàòíî, âñÿêèé l 2 X(
 ; BRx0)� çàäàåòëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íà X ïî �îðìóëå (1.3), â êîòî-ðîé ñèìâîëîì h� ; �i îáîçíà÷åíî êàíîíè÷åñêîå ñïàðèâàíèå ïðîñòðàíñòâX(
 ; BRx0) è X(
 ; BRx0)�, è âëîæåíèå X(
 ; BRx0)� � X�, çàäàâàåìîå�îðìóëîé (1.3), íåïðåðûâíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê �óíêöèîíàë T íåïðåðûâåí, òî, ñîãëàñíî [8℄ èîïðåäåëåíèÿì ïîëóíîðì â X, ñóùåñòâóåò øàð BRx0 � Rn , òàêîé ÷òî(1.4) jTxj � Ckx;
 \BRx0kX = Ckx��
\BRx0kX(
 ;BRx0 )Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûé �óíêöèîíàë T êîððåêòíî îïðåäåëåí íà ïëîò-íîì ïîäìíîæåñòâå X(
)��
\BRx0 ïðîñòðàíñòâà X(
 ; BRx0) è ðàâíîìåðíîíåïðåðûâåí íà íåì, ñëåäîâàòåëüíî, T ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîìïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà l íà ïðîñòðàíñòâåX(
 ; BRx0). Íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ X(
 ; BRx0)� � X� î÷åâèäíà. Òåî-ðåìà 1 äîêàçàíà. 13



Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X � òàêîå æå, êàê è â òåîðåìå 1. Òîãäà ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü xn 2 X ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x 2 X òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà(1.5) xn��
\BRx0 + x��
\BRx0â ïðîñòðàíñòâå X(
 ; BRx0) äëÿ ëþáîãî BRx0 � Rn .Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2. Òîãäà äîñòàòî÷-íî ïðîâåðèòü óñëîâèå (1.5) äëÿ êàêîé-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàðîâBRkx0 � Rn , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Rk !1 ïðè k !1.Ïóñòü X = �(
) (èëè �0(
)). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 5, äîñòàòî÷íîïðîâåðÿòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü (1.5) â ïðîñòðàíñòâå �(
 \ BRx0). Àíàëî-ãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîñòðàíñòâà �(
).Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � òàêîå æå, êàê è â òåîðåìå 1. Òîãäà ïðîñòðàíñòâàX è X� � ðå�ëåêñèâíû è ñåïàðàáåëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ëèøü äëÿ ïðîñòðàí-ñòâà �(
). (Äëÿ îñòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-ãè÷íî).Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåïàðàáåëüíîñòè �(
) äîñòàòî÷íîäîêàçàòü ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ�(
 \BRx0) = �W1;2(
 \BRx0) \ Lr(
 \BRx0)�käëÿ ëþáîãî BRx0 � Rn . Ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ W1;2 è Lr äîêàçà-íà â [3℄. Ïðîñòðàíñòâî �(
 \ BRx0) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîð�íî (çàìêíó-òîìó) ïîäïðîñòðàíñòâó äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿM = �W1;2(
 \BRx0)� Lr(
 \BRx0)�kñîñòîÿùåìó èç ïàð âèäà fz; zg, à ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå ñåïàðàáåëüíî.Òàêèì îáðàçîì, ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà �(
) äîêàçàíà.Ïðîâåðèì ðå�ëåêñèâíîñòü ïðîñòðàíñòâà �(
). Ñîãëàñíî êðèòåðèþðå�ëåêñèâíîñòè (ëåììà 1) è òåîðåìå Ýáåðëåéíà (ëåììà 2), äîñòàòî÷íîäîêàçàòü, ÷òî ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â Xw ñåêâåíöèàëüíîïðåäêîìïàêòíî. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, çàìå÷àíèþ 1 è14



êàíòîðîâñêîé äèàãîíàëüíîé ïðîöåäóðå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðå�ëåêñèâ-íîñòü ïðîñòðàíñòâ �(
 ; BRx0) äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 � Rn . Äîêàæåì ýòîóòâåðæäåíèå.Ïðîñòðàíñòâî �(
 \ BRx0) ðå�ëåêñèâíî êàê çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-ñòâî ðå�ëåêñèâíîãî B�ïðîñòðàíñòâà M (ñì. [20℄). Àíàëîãè÷íî, ïðî-ñòðàíñòâî �(
 ;BRx0) ðå�ëåêñèâíî êàê çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðå-�ëåêñèâíîãî B�ïðîñòðàíñòâà �(
 \ BRx0). Òàêèì îáðàçîì, ðå�ëåêñèâ-íîñòü ïðîñòðàíñòâà �(
) äîêàçàíà.Ïðîñòðàíñòâî ��(
 ; BRx0) ñåïàðàáåëüíî êàê ñîïðÿæåííîå ê ðå�ëåê-ñèâíîìó ñåïàðàáåëüíîìó B�ïðîñòðàíñòâó. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåî-ðåìå 1, ïðîñòðàíñòâî ��(
) òàêæå ñåïàðàáåëüíî. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 3. ÏóñòüX � òàêîå æå, êàê è â òåîðåìå 2. Òîãäà âñÿêîå îãðà-íè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî B � X ÿâëÿåòñÿ ìåòðèçóåìûì ïðåäêîìïàêòîì âïðîñòðàíñòâå Xw. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ïðåäêîìïàêò â Xw ìåòðèçóåì.Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå íåñêîëüêî ñâîéñòâ ââåäåííûõ âû-øå ïðîñòðàíñòâ.Ëåììà 6 (Íåðàâåíñòâî �àëüÿðäî - Íèðåíáåðãà)[18℄. Ïóñòü 
 � îãðàíè-÷åííàÿ îáëàñòü ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, u 2Wl1;p1(
)\Wl2;p2(
)� 1 < p1; p2 <1 ; 0 � l1; l2 <1 ; � 2 [0; 1℄l = l1� + (1� �)l2 ; 1p = �p1 + 1��p2Òîãäà u 2Wl;p(
) èku;
kl;p � Cku;
k�l1;p1ku;
k1��l2;p2Çäåñü ñèìâîëîì k � ; 
kl;p îáîçíà÷åíà íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Wl;p(
)Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü V � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn . Òîãäà äëÿ ëþáîãî0 < Æ � p� 1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå êîìïàêòíîå âëîæåíèå:(1.6) �0(V ) �� Lr�Æ(V )Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëþáàÿ �óíêöèÿ u 2 �0(V ) ìîæåò áûòü ïðî-äîëæåíà íóëåì äî �óíêöèè bu 2 �(Rn) ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû, òî äîñòà-òî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 
ãëàäêîé ãðàíèöåé (è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ V �� 
).15



Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó �àëüÿðäî�Íèðåíáåðãà, �(
) � W";r�Æ(
) äëÿíåêîòîðîãî " > 0 (ïðè l1 = 1, l2 = 0, p1 = 2, p2 = r è ñîîòâåòñòâóþùåìâûáîðå � 2 [0; 1℄). Êàê èçâåñòíî (ñì. [17℄), âëîæåíèåW";r�Æ(
)�Lr�Æ(
)êîìïàêòíî ïðè " > 0. Ñëåäñòâèå 4 äîêàçàíî.Òåîðåìà 3. Ïóñòü 
 � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn . Òî-ãäà îïåðàòîð Ëàïëàñà îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî W1;2(
) â ïðîñòðàíñòâîW�1;2(
). Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà(1.7) k�u;
k�1;2 � ku;
k1;2 ; 8u 2W1;2(
)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ è ïðîñò-ðàíñòâà W1;2(
) ñëåäóåò, ÷òîj h�u;'i j � j hu;�'i j = j hru;r'i j � ku;
k1;2k';
k1;2äëÿ ëþáîé ' 2 D(
). Ñëåäîâàòåëüíî,k�u;
k�1;2 = sup�h�u;'iÆk';
k1;2 : ' 2 D(
)	 � ku;
k1;2Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.Òåîðåìà 4. Ïóñòü 
 � Rn � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäàäëÿ ëþáûõ u 2 �0(
) è g 2 �(
) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:(1.8) j hu; gi j � ku;
k�kg;
k�Çäåñü ÷åðåç h � ; � i îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â [L2(
)℄k (ïðî-äîëæåííîå ïî íåïðåðûâíîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà îáîá-ùåííûõ �óíêöèé).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g = g1+g2, ãäå g1 2 [W�1;2(
)℄k è g2 2 [Lq(
)℄k .Òîãäàj hu; gi j � j hu; g1i j+ j hu; g2i j � ku;
k1;2kg1; 
k�1;2++ ku;
k0;rkg2; 
k0;q � ku;
k�(kg1; 
k�1;2 + kg2; 
k0;q)Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ïðåäñòàâëå-íèÿì g â âèäå ñóììû g = g1 + g2, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (1.8). Òåîðåìà 4äîêàçàíà. 16



Çàìå÷àíèå 2. Ñîãëàñíî [21℄, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:(D 1 \ D 2)� = D �1 + D �2Çäåñü D i � D0(
), i = 1; 2 � íåêîòîðûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, òàêèå÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå ïëîòíî êàê â ïåðâîì, òàê è âî âòîðîì ïðîñòðàíñòâå.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
, ïðîñòðàíñòâà �0(
)è �(
) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè.x2 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ôàýäî��àëåðêèíà áóäåò ïîñòðî-åíî ðåøåíèå çàäà÷è (0.1) â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
 �� Rn .Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì �óíêöèþ v 2 �(
), òàêóþ÷òî v���
 = u0 è kv;
k� � 2ku0; �
kV0 (òàêàÿ �óíêöèÿ ñóùåñòâóåò ïîîïðåäåëåíèþ �àêòîðïðîñòðàíñòâà V0(�
)) è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (0.1)îòíîñèòåëüíî �óíêöèè w = u� v. Ïîëó÷èì(2.1) ( a�w + 
Dw � f(w + v; x) = g(x)� a�v � 
Dv � g1(x)wj�
 = 0Ïóñòü fei(x) : i 2 Ng, ãäå ei(x) 2 C10 (
) � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòå-ìà â ïðîñòðàíñòâå [L2(
)℄k, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå �0(
)(èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà �0(
) è ïðîöåäóðó äèàãîíàëèçà-öèè �ðàìà�Øìèäòà, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâóåò).Îðòîïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ïåðâûìè N âåêòîðàìèýòîé ñèñòåìû, îáîçíà÷èì ÷åðåç PN . �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíå÷íî-ìåðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé �àëåðêèíà, àïïðîêñèìèðóþùóþ çàäà÷ó (2.1):(2.2) PN�a�wN + 
DwN � f(wN + v; x)� g1(x)� = 0Çäåñü wN 2 VN � PN [L2(
)℄k.Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.2) îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì ðåøåíèåìïðè ëþáîì N 2 N .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.17



Ëåììà 1. Ïóñòü VN � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòüíåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : VN ! VN îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:(2.3) hF (z); zi � 0 8z 2 �BR0ãäå BR0 � øàð ðàäèóñà R â ïðîñòðàíñòâå VN . Òîãäà óðàâíåíèå F (z) = 0îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì ðåøåíèåì â çàìêíóòîì øàðå BR0 [ �BR0 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ÷òî F (z) 6= 0 äëÿ ëþáîãî z 2 �BR0 (âïðîòèâíîì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî) è ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé �t(z) = tF (z)+(1�t)z, t 2 [0; 1℄.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå �t(�BR0 ) 6= 0, 8t 2 [0; 1℄. Òàêèìîáðàçîì, ñòåïåíè îòîáðàæåíèé �0 = Id è �1 = F (ñì. [19℄) ñîâïàäàþòdeg(F;BR0 ; 0) = deg(Id; BR0 ; 0) = 1Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå F (z) = 0 ðàçðåøèìî â øàðå BR0 . Ëåììà 1äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îïðåäåëèì �óíêöèþ F : VN ! VN ñëåäó-þùèì îáðàçîì:F (z) = �PN�a�z + 
Dz � f(z + v; x)� g1(x)� ; z 2 VNÍåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî F 2 C(VN ; VN). Ïðîâåðèì óñëîâèå (2.3) ëåì-ìû 1. Èìååì(2.4) hF (z); zi = �ha�z; zi � h
Dz; zi+ hf(z + v; x); zi+ hg1(x); ziÎöåíèì îòäåëüíî êàæäîå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (2.4). Òàê êàê ìàòðèöà aèìååò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ÷àñòü, òî(2.5) � ha�z; zi = harz;rzi = 12 h(a+ a�)rz;rzi �� C(kz;
k21;2 + kz;
k20;2)Çäåñü è äàëåå haru;rvi � kXl=1 ha�xlu:�xlui18



Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (0.3) íà íåëèíåéíóþ �óíêöèþ f ,(2.6) hf(z + v; x); zi = hf(z + v; x); z + vi � hf(z + v; x); vi �� h�C1 + C2jz + vjr; 1i � 
C(1 + jz + vjr�1)jvj; 1� �� h�C1 + 2C3(jzjr � jvjr); 1i � hC + C3jzjr + C4jvjr; 1i �� C0kz;
kr0;r � C(1 + ku0; �
krV0)Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè 2, r è 2rr�2 ,(2.7) j h
Dz; zi j � �kz;
k21;2 + �kz;
kr0;r + C� ; C� = C�(j
j)Ôîðìóëà (2.7) ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì �.Ñîãëàñíî îöåíêå (1.8),(2.8) j hg1(x); zi j � kz;
k�kg1; 
k� �� C�(1 + kg1; 
k2�) + �kz;
k21;2 + �kz;
kr0;rÏîäñòàâëÿÿ îöåíêè (2.5), (2.6), (2.7) è (2.8) â ðàâåíñòâî (2.4), ó÷èòûâàÿ(1.7), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì � ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:(2.9) hF (z); zi � C(kz;
kr0;r + kz;
k21;2 + kz;
k20;2)��C1(1 + ku0; �
krV0 + kg;
k2�) ; C > 0Èç îöåíêè (2.9) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî øàðàBR0 = fz 2 VN : kz;
k0;2 < Rgóñëîâèå (2.3) ëåììû 1 âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 1,çàäà÷à (2.2) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå z = wN . Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü wN � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2). Òîãäà, ðàâíîìåðíî ïîN 2 N ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:(2.10) kwN ; 
k� � C(1 + ku0; �
krV0 + kg;
k2�)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â �îðìóëó (2.9) z = wN . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ÷òî F (wN ) = 0, ïîëó÷èì îöåíêó (2.10).Òåïåðü ìû ãîòîâû îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ñèñòåìå �àëåð-êèíà. 19



Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (2.1) îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì ðåøåíèåì â ïðîñòðàí-ñòâå �(
) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà 
 �� Rn .Äîêàçàòåëüñòâî. Áëàãîäàðÿ ðàâíîìåðíîé îöåíêå (2.10) è óòâåðæäåíèþòåîðåìû 1.2, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü wN ðåøåíèé çàäà÷ (2.2) ñëàáî ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå �0(
) êíåêîòîðîé �óíêöèè w 2 �0(
). Äîêàæåì, ÷òî w åñòü èñêîìîå ðåøåíèå.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1), äîñòàòî÷íîäîêàçàòü, ÷òî(2.11) �harw;r�i+ h
Dw;�i � hf(w + v; x); �i = hg1(x); �iäëÿ ëþáîé � 2 C10 (
). Ïóñòü ñíà÷àëà � = PN0� ïðè íåêîòîðîì N0 2 N .Òîãäà, óìíîæèâ ñêàëÿðíî óðàâíåíèå (2.2) íà �, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõN ïîëó÷èì(2.12) �harwN ;r�i+ h
DwN ; �i � hf(wN + v; x); �i = hg1(x); �iÈç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà �0(
) ñëåäóåò, ÷òî�harwN ;r�i ! � harw;r�i ïðè N !1h
DwN ; �i ! h
Dw;�i ïðè N !1Äîêàæåì, ÷òî(2.13) hf(wN + v; x); �i ! hf(w + v; x); �i ïðè N !1Áëàãîäàðÿ ïóíêòàì 1) è 3) óñëîâèé (0.3), îòîáðàæåíèå G(z) = f(z+ v; x)íåïðåðûâíî êàê îòîáðàæåíèå èç [Lr�1(
)℄k â [L1(
)℄k (ñì. [11℄), à áëà-ãîäàðÿ ñëåäñòâèþ 1.4, wN ! w ñèëüíî â ïðîñòðàíñòâå [Lr�1(
)℄k. Òàêèìîáðàçîì f(wN + v) ! f(w + v) â ïðîñòðàíñòâå [L1(
)℄k. Ñîîòíîøåíèå(2.13) äîêàçàíî.Èòàê, ðàâåíñòâî (2.7) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ �, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-âèþ: � = PN� ïðè íåêîòîðîì N 2 N . Íî ñèñòåìà �óíêöèé ei(x) ïîëíàâ ïðîñòðàíñòâå �0(
), ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (2.7) ñïðàâåäëèâî äëÿëþáîé � 2 �0(
). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 �� Rn çàäà÷à (0.1)îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì ðåøåíèåì èç ïðîñòðàíñòâà �(
).20



x3 �àâíîìåðíûå àïðèîðíûå îöåíêè. Ñóùåñòâîâàíèåðåøåíèé â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè.Â ýòîì ïàðàãðà�å äîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ ïî 
 � Rn àïðèîðíàÿ îöåíêàâèäà (0.4) è íà åå îñíîâå ïîëó÷åíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.1) â ïðîèç-âîëüíîé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè.Òåîðåìà 1. Ïóñòü
 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü, u0 2 V0(�
) è u � ðåøåíèåçàäà÷è (0.1). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:(3.1) ku;BRx0 \
k� � C"(1 + kg;BR+"x0 \
k2� + ku0; BR+"x0 \ �
krV0)Çäåñü " > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à êîíñòàíòà C" çàâèñèòòîëüêî îò ", R è êîíñòàíò, ââåäåííûõ â óñëîâèè (0.3) (è íå çàâèñèò îò
 � Rn è x0 2 Rn).Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå R; " > 0 è x0 2 Rn . Ïîîïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà V0(�
) ñóùåñòâóåò v 2 �(
), òàêàÿ ÷òî(3.2) kv;
 \BR+"x0 k� � 2ku0; �
 \BR+"x0 kV0 è v���
 = u0Òàêèì îáðàçîì, w = u� v 2 �0(
) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(3.3) a�w + 
Dw � f(w + v; x) = g(x)� a�v � 
Dv � g1(x)Îïðåäåëèì ñðåçàþùóþ �óíêöèþ �(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:(3.4) �(x) = � (R+ "=2� jx� x0j)2r=r�2 ; jx� x0j < R+ "=20 ; jx� x0j � R+ "=2Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ � óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé îöåíêå:(3.5) jr�(x)j � C� 12+ 1r (x) ; x 2 RnÑïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (3.5) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñ-ëåíèåì.Óìíîæèâ óðàâíåíèå (3.3) ñêàëÿðíî â ïðîñòðàíñòâå [L2(
)℄k íà �óíê-öèþ �w, ïîëó÷èì(3.6) ha�w; �wi + h
Dw; �wi � hf(w + v; x); �wi = hg1; �wi21



Òàê êàê �w 2 �0(
 \ BR+"x0 ), òî, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïåðâîå ñëàãàåìîå âëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.5) ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçóÿ ïîëîæèòåëüíóþ îïðå-äåëåííîñòü ìàòðèöû a, íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è îöåíêó (3.5),ïîëó÷èì(3.7) � ha�w; �wi = harw;r(�w)i = h�arw;rwi + harw;r�wi �� 2C 
�jrwj2; 1�� C1 D�1=2jrwj; jr�j��1=2jwjE �� C 
�jrwj2; 1�� C2 D�2=rjwj2; 1EÈç óñëîâèé (0.3), àíàëîãè÷íî (2.6) ïîëó÷àåì(3.8) h�f(w + v; x); wi � C1 h�jwjr; 1i � C2(1 + ku0; �
 \BR+"x0 krV0)Ñîãëàñíî îöåíêå (1.8),(3.9) j hg1; �wi j � kg1; 
 \BR+"x0 k�k�w;
 \BR+"x0 k� �� � 
�jrwj2; 1�+ � h�jwjr; 1i++ C�(1 + D�2=rjwj2; 1E+ kg;
 \BR+"x0 k2� + ku0; �
 \BR+"x0 krV0)Çäåñü � � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.È, íàêîíåö,(3.10) j h
Dw; �wi j � � 
�jrwj2; 1�+ C� D�2=rjwj2; 1EÏîäñòàâëÿÿ îöåíêè (3.6) � (3.10) â ðàâåíñòâî (3.5), ïîëó÷èì ïðè äîñòà-òî÷íî ìàëîì � > 0(3.11) 
�jrwj2; 1�+ h�jwjr; 1i � C D�2=rjwj2; 1E �� C1(1 + kg;
 \BR+"x0 k2� + ku0; �
 \BR+"x0 krV0)Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó �åëüäåðà,D�2=rjwj2; 1E = Dj�1=rwj2; 1E � �Dj�1=rwjr; 1E+ C� = � h�jwjr; 1i+ C�22



Ïîäñòàâèâ ýòó îöåíêó â íåðàâåíñòâî (3.11), ïîëó÷èì ïðè äîñòàòî÷íî ìà-ëîì �(3.12) 
�jrwj2; 1�+ h�jwjr; 1i �� C0(1 + kg;
 \BR+"x0 k2� + ku0; �
 \BR+"x0 krV0)Òàê êàê �(x) > C > 0 ïðè x 2 BRx0 , òî èç ïîñëåäíåé �îðìóëû ñëåäóåòîöåíêà (3.1). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.1) â ñëó÷àå íåîãðà-íè÷åííîé îáëàñòè 
 � Rn .Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (0.1) ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå �(
) ïðè ëþáîé
 � Rn è ëþáîì u0 2 V0(�
) .Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå åñëè 
 �� Rn òåîðåìà äîêàçàíà â x2. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî 
 íåîãðàíè÷åíà. Ïðåäñòàâèì îáëàñòü 
 â ñëåäóþùåìâèäå: 
 = 1[M=1
M , ãäå 
M = 
 \BM0�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåçàþùèõ �óíêöèé �M (x) 2 C10 (Rn),òàêèõ ÷òî 0 � �M � 1; �M = 1 ïðè x 2 BM�10 è �M = 0 ïðè x 2 Rn nBM0è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàåâûõ óñëîâèéuM0 = (�Mv)���
M , ãäå v 2 �(
) ; v���
 = u0Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî uM0 2 V0(�
M ) è(3.13) uM0 ���
\BM�10 = u0���
\BM�10 ; uM0 ���
Mn�
 = 0Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, äëÿ ëþáîãîM 2 N ñóùåñòâóåò ðåøåíèå uM çàäà÷è(0.1) â îáëàñòè 
M ñ ïðàâîé ÷àñòüþ gM = g��
M è êðàåâûì óñëîâèåìuM ���
M = uM0 .Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:(3.14) kuM ; 
Nk� � CN ðàâíîìåðíî ïî M � N + 123



Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî �0(
N ) ðå�ëåêñèâíî, òî, ñîãëàñíî �îðìóëå (3.13)è îöåíêå (3.14), ìû ìîæåì, èñïîëüçóÿ äèàãîíàëüíóþ ïðîöåäóðó, âûäå-ëèòü èç uM ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîòîðóþ ìû äëÿ ïðîñòîòû òàêæåîáîçíà÷èì ÷åðåç uM ), ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè u 2 �(
)(3.15) uM ���
N + u���
N â �(
N ) ; 8N 2 N ; M � N + 1Äîêàæåì, ÷òî u � èñêîìîå ðåøåíèå. Èç óñëîâèé (3.13) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òîu���
 = u0. Ïóñòü � 2 C10 (
) è supp� � 
K . Òîãäà ïðè M > K(3.16) �haruM ;r�i+ h
DuM ; �i � hf(uM ; x); �i = hg; �iÀíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó m ! 1 âðàâåíñòâå (3.16), ïîëó÷àåì�haru;r�i+ h
Du; �i � hf(u; x); �i = hg; �iÒî åñòü u � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.x4 �ëàäêîñòü ðåøåíèéÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû äîêàæåì íåñêîëüêî òåîðåì î äîïîëíèòåëüíîéãëàäêîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (0.1) ïðè áîëåå ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè g(x).Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå(4.1) g 2 �Llo
q (
)�k , ãäå 1q + 1r = 1 , à ïîêàçàòåëü r îïðåäåëåí â (0.3)Òåîðåìà 1. Ïóñòü u � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1), âûïîëíåíî óñëîâèå (4.1) èBRx0 �� 
. Òîãäà u 2 �H2;q(BRx0)�k è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:(4.2) ku;BRx0k2;q � C(1 + kg;BR+"x0 k2r0;q) , ãäå BR+"x0 �� 
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ñðåçàþùóþ �óíêöèþ �(x) 2 C10 (
), òà-êóþ ÷òî �(x) = 1 ïðè jx�x0j � R è �(x) = 0 ïðè jx�x0j � R+". Óìíîæèâóðàâíåíèå (0.1) íà �, ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì(4.3) ( �(�u) = 2r�:ru+��u+ a�1 [��
Du+ �f(u; x) + �g℄ � g2(x)�u��BR+"x0 = 0 24



Çäåñü r�:ru =Pki=1 �i��iu .Ñîãëàñíî îöåíêå (3.1),(4.4) kg2; BR+"x0 k0;q � C(1 + ku;BR+"x0 kr� + kg;BR+"x0 k0;q) �� C1(1 + kg;BR+2"x0 k2r0;q)Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (4.3) òåîðåìó îá Lq�ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé óðàâ-íåíèÿ Ëàïëàñà (ñì.[18℄), ïîëó÷èì(4.5) ku;BRx0k2;q � Ck�u;BR+"x0 k2;q � C1kg2; BR+"x0 k0;qÎöåíêà (4.2) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îöåíîê (4.4) è (4.5). Òåîðåìà 1äîêàçàíà.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà a â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (0.1)ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé a = a� > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå(4.6) g 2 �Llo
p (
)�k ïðè íåêîòîðîì p > n2Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå u0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìóóñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè:(4.60) 9v 2 �(
) ; v���
 = u0 ; v��
\BR+"x0 2 H2;p(
 \BR+"x0 )Íàïîìíèì, ÷òî â îòëè÷èè îò ïðîñòðàíñòâà Wl;p(
) � D0(
) , ñèìâîëîìHl;p(
) ìû îáîçíà÷àåì îãðàíè÷åíèå ïðîñòðàíñòâà Wl;p(Rn) íà ìíîæå-ñòâî 
.Òîãäà ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2. Ïóñòü u 2 �(
) � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1), è âûïîëíåíû ïå-ðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ. Òîãäà u 2 �L1(BRx0 \
)�k è ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ îöåíêà:(4.7) ku;BRx0 \
k0;1 � Q(kg;BR+"x0 \
k0;p) +Q(kv;BR+"x0 \
kH2;p)Çäåñü Q : R+ ! R+ � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêîîò �óíêöèè f è êîíñòàíò R è ".Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ëèøü ñëó÷àåì v � 0. Îá-ùèé ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàå-ìîìó íèæå âû÷èòàíèåì �óíêöèè v èç ðåøåíèÿ u òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíîïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî u 2 �0(
).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (4.7) íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëü-íûõ óòâåðæäåíèé. 25



Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò ñðåçàþùàÿ �óíêöèÿ �(x) 2 C2(Rn), �(x) � 0,óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:(4.8) 8><>: 1: �(x) = 1 ïðè jx� x0j < R ; �(x) = 0 ïðè jx� x0j � R+ "2: jr�(x)j � C� 12+ 1r (x) ; x 2 Rn3: j��(x)j � C�2=r(x) ; x 2 RnÄîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ñðåçàþùóþ �óíêöèþ �(x) 2 C10 (Rn), òà-êóþ ÷òî 0 � � � 1, �(x) = 1 ïðè x 2 BRx0 è �(x) = 0 ïðè jx�x0j > R+"=2.Ïóñòü  (t) = � t� ; t � 00 ; t < 0Çäåñü � � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà, êàê íåòðóä-íî ïðîâåðèòü, �óíêöèÿ�(x) = �(x) + (1� �(x)) (R+ "� jx� x0j)óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 1.Ëåììà 2. Ïóñòü u 2 �0(
) � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1) è ïóñòü w = �au:u .Òîãäà �óíêöèÿ bw = �w ïðè x 2 
0 ïðè x =2 
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H01;l(Rn) ïðè l = 2rr+2 è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-þùåìó óðàâíåíèþ:(4.9) ( � bw = bhu(x)bw��BR+"x0 = 0Çäåñü è äàëåå ñèìâîë bv îçíà÷àåò ïðîäîëæåíèå �óíêöèè v íóëåì ïðèx =2 
, à �óíêöèÿ hu(x) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:(4.10) hu(x) = 2�aru:ru + 2r�:r(au:u) +��au:u�� 2
Du:u+ 2�f(u; x):u+ 2�g:u26



Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê u 2 �0(
), òî bu 2 �(Rn). Ñîãëàñíî íåðàâåí-ñòâó �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè r=l è 2=l,kr bw;BR+"x0 kl0;l � C ZBR+"x0 jbujljrbujl dx � C1(kbu;BR+"x0 k0;rkrbu;BR+"x0 k0;2)lÒàêèì îáðàçîì bw 2 H01;k(BR+"x0 ) ïðè k = minfr=2; lg = l.Â äàëüíåéøåì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû ìû áóäåì îáîçíà-÷àòü ñèìâîëàìè h� ; �i è h� ; �i
 � ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõL2(Rn) è L2(
) ñîîòâåòñòâåííî.Ïóñòü � 2 C10 (Rn). Òîãäà(4.11) h� bw;�i = h bw;��i = hw;��i
 = �hrw;r�i
 == �hr� au:u;r�i
 � h�r(au:u);r�i
 == h��au:u; �i
 + hr�:r(au:u); �i
 � h�r(au:u);r�i
Ïðè âûâîäå �îðìóëû (4.11) ìû íåñêîëüêî ðàç èñïîëüçîâàëè �îðìóëó�ðèíà hrU1; U2i
 + hrU2; U1i
 = 0ñ U1 2W 01;l(
 \BR+"x0 ), U2 2W1;l�(
 \BR+"x0 ), 1l + 1l� = 1 (ñì. [15℄).Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (4.11) ñëåäóþùèì îáðà-çîì:(4.12) h�r(au:u);r�i
 = 2 haru;r(�u�)i
 �� 2 h� aru:ru; �i
 � hr�:r(au:u); �i
Òàê êàê u � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1) è �u� 2 �0(BR+"x0 \
), òî(4.13) �haru;r(�u�)i
 + h�
Du:u; �i
 �h�f(u; x):u; �i
 = h�g:u; �i
Çàìåíÿÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (4.11) åãî âûðàæåíèåì, ïîëó-÷åííûì èç ðàâåíñòâ (4.12), (4.13), ïîëó÷èìh� bw;�i = hhu; �i
 = hbhu; �iËåììà 2 äîêàçàíà. 27



Ëåììà 3. Ôóíêöèÿ bhu 2 H�1;l(BR+"x0 ) \ L1(BR+"x0 ) è óäîâëåòâîðÿåò ñëå-äóþùåé îöåíêå:(4.14) bhu(x) � �C(1 + jbg(x)j( bw(x))1=2) � h(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x 2 RnÄîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå bhu 2 L1(BR+"x0 ) ñëåäóåò èç �îðìóëû (4.10),à âêëþ÷åíèå bhu 2 H�1;l(BR+"x0 ) � èç �îðìóëû (4.9) è óòâåðæäåíèÿ ëåì-ìû 2. Äîêàæåì îöåíêó (4.14). Àíàëîãè÷íî îöåíêàì (3.7) � (3.12), èñ-ïîëüçóÿ (4.8), ïîëó÷àåì(4.15) hu(x) � C(�jruj2 + �jujr)�� C1(�jruj juj+ jr�j jruj juj+ j��j juj2 + 1 + � jgj juj) �� C0(�jruj2 + �jujr)� C2(1 + jgj (�au:u)1=2) � �C2(1 + jgjw1=2)Ëåììà 3 äîêàçàíà.Ëåììà 4. Ïóñòü hi 2 H�1;l(BR+"x0 ), i = 1; 2; l > 1 è wi 2 H01;l(BR+"x0 ) �ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:( �wi = hiwi���BR+"x0 = 0ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå(4.16) hh1; �i � hh2; �i äëÿ ëþáîé � 2 C10 (BR+"x0 )Òîãäà(4.17) w1(x) � w2(x) äëÿ ï.â. x 2 BR+"x0Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì îïåðàòîð îñðåäíåíèÿSÆ : D0(BR+"x0 )! C1(BR+"x0 ); 1 >> Æ > 0ñëåäóþùåé �îðìóëîé:(4.18) (SÆ h)(x) = ZRn �Æ(jx� yj)h(TÆ y) dy �� det(TÆ)-1 
h(z); �Æ(jx� T-1Æ zj)�z28



Çäåñü TÆ x � x0+ R+"R+"+2Æ (x�x0), à �óíêöèÿ �Æ îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå�Æ(jzj) = 1Æn �(jzj=Æ), ãäå � 2 C10 (R); supp(�) � [�1; 1℄, ZRn �(jzj) dz = 1Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð(S*Æ �)(z) = det(TÆ)-1 ZRn �Æ(jx� T-1Æ zj)�(x) dx ; hSÆ h; �i = Dh; S*Æ �Eîòîáðàæàåò C10 (BR+"x0 ) â C10 (BR+"x0 ) è äëÿ ëþáîé � 2 H01;p(BR+"x0 )S*Æ �! � ïðè Æ ! 0 â ïðîñòðàíñòâå H1;p(BR+"x0 ); 1 � p � 1�àññìîòðèì �óíêöèþ v = w1 � w2, ãäå w1 è w2 îïðåäåëåíû â óñëîâèèëåììû. Òîãäà �v = h1 � h2 v���BR+"x0 = 0Ïóñòü hÆ = SÆ(h1 � h2). Òîãäà hÆ + h ïðè Æ ! 0 â ïðîñòðàíñòâåH�1;l(BR+"x0 ). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé � 2 H01;l�(BR+"x0 )jhSÆ h; �i�hh; �ij = jDh; S*Æ �� �Ej � khk�1;lk S*Æ ���k1;l� ! 0 ïðè Æ ! 0Êðîìå òîãî, èç �îðìóë (4.16) è (4.18) ñëåäóåò, ÷òî hÆ 2 C1(BR+"x0 ) èhÆ � 0 ïðè ëþáîì Æ > 0. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó(4.19) �vÆ = hÆ vÆ���BR+"x0 = 0Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (ñì. [6℄), vÆ(x) � 0, 8Æ > 0 è x 2 BR+"x0 .Êàê èçâåñòíî (ñì. [18℄), îïåðàòîð Ëàïëàñà îñóùåñòâëÿåò èçîìîð�èçììåæäó ïðîñòðàíñòâàìè H01;l(BR+"x0 ) è H�1;l(BR+"x0 ). Òàêèì îáðàçîì,vÆ + v â ïðîñòðàíñòâå H01;l(BR+"x0 )Ñëåäîâàòåëüíî, v � 0 ïî÷òè âñþäó â BR+"x0 . Ëåììà 4 äîêàçàíà.29



Ëåììà 5. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ bw, îïðåäåëåííàÿ â ëåììå 2,ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lm(BR+"x0 ) äëÿ íåêîòîðîãî m � 1. Òîãäàbw 2 Lk(m)(BR+"x0 )è ïîêàçàòåëü k(m) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:(4.20) k(m) = � (2pn)mpn+2(n�2p)m åñëè pn+ 2(n� 2p)m > 01 åñëè pn+ 2(n� 2p)m < 0Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà(4.21) k bw;BR+"x0 k0;k(m) � C n1 + kbg;BR+"x0 k0;p �k bw;BR+"x0 k0;m�1=2oÄîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:� bw1 = bh(x) ; bw1���BR+"x0 = 0Çäåñü h(x) îïðåäåëåíî �îðìóëîé (4.14). Ñîãëàñíî ëåììàì 3 è 4,(4.22) bw(x) � bw1(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x 2 
Èç íåðàâåíñòâà �åëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî(4.23) kh;BR+"x0 k0;s � C(1 + kg;BR+"x0 k0;pk bw;BR+"x0 k1=20;m) s = 2pmp+ 2mÈç òåîðåìû îá Lp�ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ñì.[18℄)ñëåäóåò, ÷òî bw1 2W2;s(BR+"x0 ), à, ñîãëàñíî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñ.Ë.Ñîáîëå-âà (ñì. [17℄),W2;s �� Lq ïðè 1q = 1s� 2n , òî åñòü q = k(m). Òàêèì îáðàçîì,èç îöåíêè (4.22) è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà bw � 0 ñëåäóåò îöåíêà(4.24) k bw;BR+"x0 k0;q � k bw1; BR+"x0 k0;q � C1k bw1; BR+"x0 k2;s �� C2kbh;BR+"x0 k0;s � C3(1 + kbg;BR+"x0 k0;pk bw;BR+"x0 k1=20;m)Ëåììà 5 äîêàçàíà. 30



Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Èç îöåíêè (3.1) ñëåäóåòk bw;BR+"x0 k0;r=2 � C(1 + kbg;BR+"x0 k40;p)Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ëåììû 5 âûïîëíåíû ñ m = r2 > 1. �àññìî-òðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m0 = r2 , ml+1 = k(ml). Äîêàæåì, ÷òî ml =1äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l. Äåéñòâèòåëüíî, èç �îðìóëû (4.20) èóñëîâèÿ n� 2p < 0 ñëåäóåò, ÷òîml+1 � 2ml èëè ml � 2l�1rÏîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â �îðìóëó (4.20), ïîëó÷àåì, ÷òî ml =1 ïðèl > L = log2 pnr(2p� n)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (4.7) òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîèòåðèðîâàòü îöåíêó(4.21) [L℄ + 1 ðàç. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð "îñòðèå Ëåáåãà" (ñì. [4℄), ïðî-ñòðàíñòâî L1 â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 2 íå ìîæåò áûòü çàìåíåíî ïðî-ñòðàíñòâîì C(
 \BRx0) áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëü-íî ãðàíèöû îáëàñòè 
. Êðîìå òîãî, òàê êàê â ñëó÷àå îáëàñòåé ñ íåðåãó-ëÿðíîé ãðàíèöåé âëîæåíèå W2;p � L1, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà,òî ïðîñòðàíñòâî H2;p â óñëîâèè (4.60) íåëüçÿ çàìåíèòü ïðîñòðàíñòâîìW2;p.Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ p > n2 , ìåòîäîì, èçëî-æåííûì âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî u 2 Lk(
 \ BRx0), ãäå k = pnn�2p �ïîêàçàòåëü âëîæåíèÿ H2;p â Lk â òåîðåìå Ñ.Ë.Ñîáîëåâà. Îäíàêî, äëÿäîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîèòåðèðîâàòü îöåíêó(4.24) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.Òåîðåìà 3. Ïóñòü u 2 �(
) � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1), âûïîëíåíû óñëîâèÿïðåäûäóùåé òåîðåìû è BR+"x0 � 
. Òîãäà u 2 �H2;p(BRx0)�k è ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ îöåíêà:(4.25) ku;BRx0k2;p � Q(kg;BR+"x0 k0;p)31



Çäåñü Q : R+ ! R+ � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêîîò �óíêöèè f è êîíñòàíò R è ".Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îöåíêå (4.7) è óñëîâèÿì íà íåëèíåéíîñòü f ,(4.26) kf(u; x); BRx0k0;1 � Q1(kg;BR+"x0 k0;p)Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà ëåì-ìà.Ëåììà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u 2 H1;m(BR+"x0 ) äëÿ íåêîòîðîãî m > 1.Òîãäà u 2 H1;q(m)(BRx0) , ãäå ïîêàçàòåëü q(m) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé�îðìóëå(4.27) q(m) = �min� mnn�m ; p	 ïðè n > mp ïðè n � mè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:(4.28) ku;BRx0k1;q � C(kg;BR+"x0 k0;p + ku;BR+"x0 k1;m + kf(u; x); BR+"x0 k0;p)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü '(x) 2 C10 (Rn) � ñðåçàþùàÿ �óíêöèÿ, ðàâíàÿíóëþ âíå BR+"x0 è åäèíèöå ïðè x 2 BRx0 . Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (0.1) âñëåäóþùåé �îðìå(4.29) ( �('u) = h(x)u���BR+"x0 = 0Çäåñü(4.30) h(x) = 2 kXi=1 �i'�iu+�'u+ a�1' ff(u; x) + g � 
DugÑîãëàñíî òåîðåìå îá Lm�ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.29) è òåî-ðåìå âëîæåíèÿ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà,(4.31) ku;BRx0k1;q � C0ku;BRx0k2;m �� Ck'u;BR+"x0 k2;m � C1kh;BR+"x0 k0;m �� C2(kg;BR+"x0 k0;p + ku;BR+"x0 k1;m + kf(u; x); BR+"x0 k0;p)Ëåììà 6 äîêàçàíà. 32



Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3. Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïîêàçàòåëåé m0 = 2, ml+1 = q(ml). Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ml = pïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l. Äåéñòâèòåëüíî, èç �îðìóëû (4.27) ñëåäóåò,÷òî ml+1 � minnp;ml nn�mlo � minnp;ml nn�2oÒàêèì îáðàçîì, ml = p ïðè l > L = ln p2Æln nn�2 . Ñîãëàñíî îöåíêå (3.1),ku;BRx0k1;2 � C(kg;BR+"x0 k20;p + 1)Èòåðèðóÿ îöåíêó (4.28) [L℄+1 ðàç (íà÷àâ ñ m0 = 2 è âçÿâ "[L℄+1 âìåñòî "),ïîëó÷èì(4.32) ku;BRx0k1;p � C(kg;BR+"x0 k20;p + kf(u; x); BR+"x0 k0;p)Ïðèìåíèâ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (4.29) òåîðåìó îá Lp�ðåãóëÿðíîñòè, àíà-ëîãè÷íî �îðìóëå (4.31), ïîëó÷èì(4.33) ku;BRx0k2;p � C1(kg;BR+"x0 k20;p + kf(u; x); BR+"x0 k0;p)Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñëåäóåò òåïåðü èç îöåíîê (4.33) è (4.26). Òåîðåìà2 äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ãðàíèöà �
 \ BR+"x0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèììíîãîîáðàçèåì è êðàåâîå óñëîâèå u0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.60), òîèçëîæåííûì âûøå ìåòîäîì ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (4.25)è äëÿ ñëó÷àÿ x0 2 �
.x5 Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ïðè jxj ! 1.Â ýòîì ïàðàãðà�å, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ïà-ðàãðà�àõ 3 è 4, áóäåò äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü ïðè x ! 1 ðåøåíèéñèñòåìû (0.1) â ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ýòîãîíàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.Îïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �b(
) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî �óíê-öèé g èç ïðîñòðàíñòâà �(
), îáëàäàþùèõ êîíå÷íîé íîðìîé(5.1) kg ; bk� = supx02Rn kg;B1x0 \
k� <133



Àíàëîãè÷íî, ïðîñòðàíñòâî Vb(�
) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé íîðìîé:(5.2) ku0 ; bkV0 = supx02Rn ku0; B1x0 \ �
kV0 <1à ïðîñòðàíñòâî �b(
) � ñëåäóþùåé íîðìîé:(5.3) ku ; bk� = ku;
 ; bk� = supx02Rn ku;B1x0 \
k� <1Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü 1 � p < 1, l = 0; 1; 2 . Òîãäà ñèìâîëîìWl;p;b(
) îáîçíà÷àåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé g 2 W lo
l;p (
),îáëàäàþùèõ êîíå÷íîé íîðìîé(5.4) kg ; bkl;p = supx02Rn kg;B1x0 \
kl;p <1Ïðîñòðàíñòâî W0;p;b ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå ñèìâîëîì Lp;bÒåîðåìà 1. 1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü g(x) óðàâíåíèÿ (0.1) ïðèíàäëåæèòïðîñòðàíñòâó �b(
) è ïóñòü " > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå u ñèñòåìû (0.1) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó �b(
"),ãäå 
" = fx 2 
 : dist(x; �
) > "gè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:(5.5) ku;
" ; bk� � C"(1 + kg;
 ; bk2�)2. Ïóñòü, êðîìå òîãî, êðàåâîå óñëîâèå u0 2 Vb(�
). Òîãäà ëþáîå ðåøåíèåu ñèñòåìû (0.1) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó �b(
), è ñïðàâåäëèâà îöåíêà(5.6) ku;
 ; bk� � C(1 + kg ; bk2� + ku0 ; bkrV0)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îöåíêè (3.1).Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a = a� è ïðàâàÿ ÷àñòü g 2 Lp;b(
) ïðèíåêîòîðîì p > n=2. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå u ñèñòåìû (0.1) ïðèíàäëåæèòïðîñòðàíñòâó W2;p;b(
") äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ", è ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ îöåíêà:(5.7) ku;
" ; bk2;p � Q"(kg;
 ; bk0;p)34



Çäåñü Q" : R+ ! R+ � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îöåíêè (4.25).Ïðèìåð 1. Ïóñòü 
 = Rn , è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû.Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 2 , ëþáîå ðåøåíèå u çàäà÷è (0.1) ïðèíàäëåæèòïðîñòðàíñòâó W2;p;b(
) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâó Cb(
). Â ÷àñò-íîñòè, íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé çàäà÷è (0.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþlim supx!1 ju(x)j =1Ïðèìåð 2. Ïóñòü 
 = R+ � Rn�1 , x = (t; x0), è ïóñòü âûïîëíåíû óñëî-âèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 2 è òåîðåìå âëîæå-íèÿ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà, ëþáîå ðåøåíèå u çàäà÷è (0.1) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþîöåíêó:(5.7) supx02Rn�1 ju(t; x0)j = C(1=t; kg ; bk0;p) <1 ; 8t > 0Çàìåòèì, ÷òî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðîñò u0(x0) ïðè x0 ! 1 íå íàëà-ãàåòñÿ.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå u0 2 W lo
2� 1p ;p(Rn�1), è âû-ïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè:ku0;Rn�1 ; bk2� 1p ;p <1Òîãäà, ñîãëàñíî îáðàòíîé òåîðåìå î ñëåäàõ (ñì. [18℄), ñóùåñòâóåò �óíê-öèÿ v 2W2;p;b(
), òàêàÿ ÷òî v���
 = u0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå4.2 è çàìå÷àíèþ 4.3 ê òåîðåìå 4.3, ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.1) ïðèíàäëå-æèò ïðîñòðàíñòâó W2;p;b(
). Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.1)ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Cb(
).Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (0.1) �óíê-öèþ u, îïðåäåëåííóþ â íåêîòîðîì øàðå BRx0 , ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàí-ñòâó �(BRx0) è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (0.1) êàê ðàâåíñòâó â ïðî-ñòðàíñòâå �(BRx0).Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 4.2 è 4.3 íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿòîò �àêò, ÷òî ðåøåíèå u îïðåäåëåíî âíå øàðà BR+"x0 , òî åñòü òåîðåìû4.1�4.3 ñïðàâåäëèâû è äëÿ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (0.1). Òàêèìîáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.35



Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Òîãäà äëÿëþáîãî " > 0, òàêîãî ÷òî BR+"x0 � 
, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K, çàâèñÿùàÿîò ", R è kg ; bk0;p, òàêàÿ ÷òî íèêàêîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå u, îïðåäåëåííîåâ øàðå BRx0 è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ(5.8) supx2BRx0 ju(x)j > Kíå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ bu â øàðå BR+"x0 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü bu 2 �(BR+"x0 ) è åå ñó-æåíèå íà BRx0 ñîâïàäàåò ñ u. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3 è òåîðåìå âëî-æåíèÿ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà (W2;p(BRx0) � C(BRx0) ïðè p > n=2),(5.9) supx2BRx0 ju(x)j � Q(kg;BR+"x0 k0;p)Îöåíêà (5.9) ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (5.8) ïðè K > Q(kg;BR+"x0 k0;p) . Òå-îðåìà 3 äîêàçàíà.�ëàâà 2. Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð.Â ýòîé ãëàâå ïîñòðîåí òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð A íåëèíåéíîé ñèñòåìû(0.1) â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (0.5). Êðîìåòîãî, èññëåäîâàíà åãî çàâèñèìîñòü îò âûáîðà îáëàñòè 
 è íàïðàâëåíèÿ ~l,à òàêæå ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ àòòðàêòîðA îáëàäàåò áîëüøåé ãëàäêîñòüþ (A � H2;p, p > n2 ).Äëÿ ïðîñòîòû ìû ñíà÷àëà îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíîãî ñëó-÷àÿ óðàâíåíèÿ (0.1), êîãäà íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f(u; x) � f(u) íå çàâèñèòîò x(6.0) � a�u+ 
Du� f(u) = g(x)uj�
 = u0Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1) â îáùåì ñëó-÷àå ïðèâåäåíû â x10.Â ïàðàãðà�å 6, íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (6.0), êðàòêî èçëàãàåòñÿ àá-ñòðàêòíàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà, óñëîâèÿ, ãàðàí-òèðóþùèå åãî ñóùåñòâîâàíèå, è òåîðåìû, îïèñûâàþùèå åãî ñòðóêòóðó.Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ äàíî â [26℄ è [27℄.36



Ïàðàãðà� 7 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ òðàåêòîðíîãîàòòðàêòîðà íåëèíåéíîé ñèñòåìû (6.0).Â ïàðàãðà�å 8 ïîëó÷åí ðÿä ñëåäñòâèé èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèèòðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû (6.0), äîêàçàííîé â ïàðàãðà�å 7. Â÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ïîñòðîåííîãî àòòðàêòîðà îò âûáîðàîáëàñòè 
 è íàïðàâëåíèÿ ~l.Ïàðàãðà� 9 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãëàäêî-ñòüþ àòòðàêòîðà è ïðèòÿæåíèþ ê íåìó â áîëåå ñèëüíîé òîïîëîãèè.Ïðèìåðû ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà (0.1), îáëàäàþùèõ òðàåêòîðíû-ìè àòòðàêòîðàìè, ïðèâåäåíû â x11.x6 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû, íà ïðèìåðå ñèñòåìû (6.0), êðàòêî èçëîæèìîñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ àáñòðàêòíîé ñõåìîé ïî-ñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü 
 óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì (0.5) ñ íåêîòîðûì âûäåëåííûì íàïðàâëåíèåì ~l 2 Rn . Óñëîâèå(0.5) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äåéñòâèå ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g â ïðîñòðàí-ñòâå D(
) ïî ñëåäóþùåé î÷åâèäíîé �îðìóëå:Ts'(x) = '(T�sx) = '(x� s~l)Äåéñòâèòåëüíî, èç ïóíêòà 1 óñëîâèé (0.5) ñëåäóåòsupp Ts' = Ts supp' � 
 ; s � 0È ñëåäîâàòåëüíî, Ts : D(
)! D(
) ïðè s � 0. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëàhTsu; 'i = hu; Ts'i ; u 2 D0(
)îïðåäåëÿåò äåéñòâèå ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g â ïðîñòðàíñòâå D0(
), àçíà÷èò, è â ïðîñòðàíñòâàõ �(
) è �(
), ââåäåííûõ â x1. Â ÷àñòíîñòè,íà ðåãóëÿðíûõ �óíêöèÿõ èç D0(
), u 2 Llo
1 (
), äåéñòâèå ïîëóãðóïïûTs çàäàåòñÿ îáû÷íîé �îðìóëîéTsu(x) = u(Tsx) = u(x+ s~l) ; s � 037



Íàïîìíèì, ÷òî âñþäó â äàëüíåéøåì (â xx6�9) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëè-íåéíàÿ �óíêöèÿ f íå çàâèñèò îò x(6.1) f(u; x) � f(u)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû (6.0), íàðÿäó ñ èñõîä-íûì óðàâíåíèåì, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé âèäà(6.0):(6.2) � a�u+ 
Du� f(u) = �(x)�(�) 2 �Çäåñü � � D0(
) � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû fTs; s � 0gïîëîæèòåëüíûõ ñäâèãîâ âäîëü îñè ~l , òî åñòü(6.3) Ts� � � ; s � 0Êðîìå ýòîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî � � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî íåêî-òîðîãî �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà �+ � D0(
), â êà÷åñòâå êîòîðîãîâ äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî �w(
), òî åñòü ïðîñòðàíñòâî�(
), íàäåëåííîå ñëàáîé òîïîëîãèåé.Çàìå÷àíèå 1. Â ïðèëîæåíèÿõ â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà � îáû÷íî ðàññìà-òðèâàåòñÿ îáîëî÷êà H+(g) ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.0), òîåñòü çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå �+ ìíîæåñòâà fTsg; s � 0g âñåõ ïîëîæè-òåëüíûõ ñäâèãîâ òðàíñëÿöèîííî�êîìïàêòíîé �óíêöèè g âäîëü íàïðàâ-ëåíèÿ ~l (ñì. x8).Ìíîæåñòâî � ìû áóäåì íàçûâàòü â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâîì ñèì-âîëîâ, à åãî ýëåìåíòû � ñèìâîëàìè ñåìåéñòâà (6.2).Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé u 2 �(
) óðàâíåíèÿ (6.2) ñçàäàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ � 2 � è ïðîèçâîëüíûìè u0 2 V0(�
) îáîçíà÷èì÷åðåç K+� .Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ fK+� ; � 2 �g îáëàäàåòñëåäóþùèì ñâîéñòâîì òðàíñëÿöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè (ñì. [26℄):(6.4) TsK+� � K+Ts� � �(
)Òàêèì îáðàçîì, ïîëóãðóïïà fTs; s � 0g äåéñòâóåò íà òðàåêòîðíîì ïðî-ñòðàíñòâå K+� ñåìåéñòâà (6.2)(6.5) K+� = [�2�K+� � �(
) ; TsK+� � K+�Íàäåëèì ìíîæåñòâîK+� èíäóöèðîâàííîé âëîæåíèåì K+� � �+ � �w(
)òîïîëîãèåé. 38



Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî B � K+� íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì ìíî-æåñòâîì ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g âK+� , åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëî-âèå: äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Q(B) ìíîæåñòâà B â ïðîñòðàíñòâåK+� ñóùåñòâóåòS = S(Q(B)) , òàêîå ÷òî(6.6) Ts(K+� ) � Q(B) ; 8s � SÇàìå÷àíèå 2. Îïðåäåëåíèå ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà, äàííîå âûøå,íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííîãî (ñì. [1℄, [29℄, [33℄). Îáû÷íî òðåáó-þò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (6.6) ëèøü äëÿ îãðàíè÷åííûõ (â êàêîì-òî ñìû-ñëå) ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà K+� . Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â x7,áëàãîäàðÿ îöåíêå (3.1), äëÿ ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g , îòâå÷àþùåé ñå-ìåéñòâó (6.2), óñëîâèå ïðèòÿæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâïðîñòðàíñòâà K+� ñ îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé S = S(Q(B)).Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî A� � K+� íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðíûì àò-òðàêòîðîì ñåìåéñòâà (6.2), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(1) Ìíîæåñòâî A� � êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå �+.(2) Ìíîæåñòâî A� ñòðîãî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî fTs; s � 0gTsA� = A� ; s � 0(3) A� � ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g â K+� .Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíîé òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè òðàåêòîðíîãîàòòðàêòîðà íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå 2 îïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç !(�) !�ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî (àò-òðàêòîð) ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g , äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå �. Òàêêàê � � êîìïàêò â �+, òî !(�) ñóùåñòâóåò è çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìó-ëîé (ñì. [1℄):(6.7) !(�) = Ts�0 hSh�s Th�i�+Çäåñü � � ��+ îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà �+ .Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ fK+� ; � 2 �gÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ( (�+ ; �) � ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòûì), åñëè åãîãðà�èê [�2�K+� �f�g ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóò â ïðîñòðàíñòâå �+�� . Âñëó÷àå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñèìâîëîâ� ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñåêâåíöèàëüíîé çàìêíóòîñòè K+� â �+ (ñì. [26℄, [27℄).39



Òåîðåìà 1 [26℄, [27℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóãðóïïà fTs; s � 0g è ñå-ìåéñòâî fK+� ; � 2 �g, îïðåäåëåííûå âûøå, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèìóñëîâèÿì:(1) Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ fK+� ; � 2 �g ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.(2) Ïîëóãðóïïà fTs; s � 0g îáëàäàåò â K+� êîìïàêòíûì ïðèòÿãèâà-þùèì ìíîæåñòâîì.Òîãäà ñåìåéñòâî (6.2) îáëàäàåò òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A� , ïðè÷åì(6.8) A� = A!(�) = Ts�0 hSh�s ThK+�i�+Çäåñü A!(�) � òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ñåìåéñòâà (6.2) ñ ïðîñòðàíñòâîìñèìâîëîâ !(�), à êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò çàìûêàíèå â ïðîñòðàí-ñòâå �w(
).Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé 1 è 2 áóäåò ïðîâåðåíà â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-�å.Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ ñòðóêòóðó òðàåêòîð-íîãî àòòðàêòîðà ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g . Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿåùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé è âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.Îïðåäåëåíèå 6.1. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì �b+(~l )(
) ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, âûäåëÿåìîå èçïðîñòðàíñòâà �(
) ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ïîëóíîðì:(6.8) kg ;x0; b+(l)k� = sups�0 kg;
 \ TsB1x0k� = C(x0) <1 ; x0 2 Rn2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �b(~l )(
) ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, âûäåëÿåìîå èç ïðî-ñòðàíñòâà �(
) ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ïîëóíîðì:(6.9) kg ;x0; b(l)k� = sups2Rkg;
 \ TsB1x0k� = C(x0) <1 ; x0 2 RnÀíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà �b+(~l )(
) è �b(~l )(
)è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëóíîðìû ku ;x0; b+(l)k� è ku ;x0; b(l)k� .Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî � � �(
), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (6.3), ÿâ-ëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì â �+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � îãðàíè÷åíîâ ïðîñòðàíñòâå �b+(~l )(
) . Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿïðîñòðàíñòâ �.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3, ìíîæåñòâî � ïðåäêîìïàêòíîâ �+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî â �(
). Ïîêàæåì, ÷òî40



èç îãðàíè÷åííîñòè â �(
) è óñëîâèÿ (6.3) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü � âïðîñòðàíñòâå �b+(~l )(
) . Ïóñòü B1x0 � Rn . Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 7.1,ñóùåñòâóåò s0 = s0(x0), òàêîå ÷òî Ts0B1x0 � 
. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6è óñëîâèþ (6.3),k� ; x0; b+(l)k� = sups�0 k�;
 \ TsB1x0k� �� sups<s0 k�;
 \ TsB1x0k� + sups�0 k�; TsTs0B1x0k� �� k�;
\Bs0x0k�+sups�0 kTs�; Ts0B1x0k� � C(x0)+k�; Ts0B1x0k� <1Ëåììà 1 äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ b�(t), t 2 R , b� 2 C(R ; �) íàçûâàåòñÿ ïîëíûìñèìâîëîì ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g , äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå �, åñëèâûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:(6.10) Tsb�(t) = b�(t+ s) ; s � 0 ; t 2 RÌíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ ñèìâîëîâ ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g , äåéñòâóþùåéâ ïðîñòðàíñòâå �, îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(�).Ëåììà 2 [26℄. !(�) = fb�(0) : b� 2 Z(�)gÒàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ñèìâîëà � 2 !(�) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèíïîëíûé ñèìâîë b�(t) 2 Z(�), òàêîé ÷òî b�(0) = � .Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî ñèìâîëà b� 2 Z(�) ñóùåñòâóåò åäèí-ñòâåííàÿ �óíêöèÿ � 2 �b(~l )(Rn) , òàêàÿ ÷òî(6.11) b�(s)(x) = �(x+ s~l )��
 ; s 2 R ; x 2 
Çàìå÷àíèå 3. Òàê êàê � 2 �b(~l )(Rn) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðå-ãóëÿðíîé îáîáùåííîé �óíêöèåé, òî áîëåå òî÷íàÿ �îðìóëèðîâêà (6.11)ñëåäóþùàÿ:(6.12) Db�(s); 'E = h�; Ts'i ; ' 2 D(
) s 2 RÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b� 2 Z(�) è ' 2 D(Rn). Òîãäà, èç ïóíêòà 2óñëîâèé (0.5) ñëåäóåò (ñì. ëåììó 7.1), ÷òî ñóùåñòâóåò s � 0, òàêîå ÷òî41



Ts supp' � 
, à ñëåäîâàòåëüíî, Ts' 2 D(
). Îïðåäåëèì îáîáùåííóþ�óíêöèþ � 2 D0(Rn) ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:(6.13) h�; 'i � Db�(�s); Ts'EÏðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü s1 è s2 òàêèå, ÷òîs2 > s1 � 0 è Ts1' 2 D(
), Ts2' 2 D(
). ÒîãäàDb�(�s2); Ts2'E = Db�(�s2); Ts2�s1Ts1'E == DTs2�s1 b�(�s2); Ts1'E = Db�(�s1); Ts1'EÏðîâåðèì âûïîëíåíèå �îðìóëû (6.12). Ïóñòü s � 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé' 2 D(
) Db�(s); 'E = DTsb�(0); 'E = Db�(0); Ts'E = h�; Ts'iDb�(�s); 'E = Db�(�s); TsT�s'E = h�; T�s'iÄîêàæåì, ÷òî � 2 �b(~l )(Rn) . Ïóñòü B1x0 2 Rn . Òîãäà èç ëåììû 7.1 ñëå-äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò s0 = s0(x0) 2 R+ , òàêîå ÷òî Ts0B1x0 2 
. Ñîãëàñíîîïðåäåëåíèþ 6, �îðìóëå (6.13) è êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà �,(6.130)k�;Rn ; x0; b(l)k� = sups2Rk�; TsB1x0k� = sups2Rk�; Ts�s0Ts0B1x0k� == sups2Rkb�(s� s0); Ts0B1x0k� � k�; Ts0B1x0k� <1Ëåììà 3 äîêàçàíà.Â äàëüíåéøåì, âñþäó, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, ìû îòîæäåñò-âëÿåì ïîëíûé ñèìâîë b� è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó �óíêöèþ � 2 �b(~l )(Rn)Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî Z(�) îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå �b(~l )(Rn) ,ñòðîãî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû fTs; s 2 Rg, òî åñòüTsZ(�) = Z(�)è êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå �w(Rn).Äåéñòâèòåëüíî, îãðàíè÷åííîñòü â ïðîñòðàíñòâå �b(~l )(Rn) ñëåäóåò èçîöåíêè (6.130), à ïðåäêîìïàêòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå �w(Rn) � èç ñëåä-ñòâèÿ 1.3. Çàìêíóòîñòü è ñòðîãàÿ èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà Z(�) ñëå-äóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ñèìâîëà, ëåììû 2 è àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâìíîæåñòâà !(�). 42



Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêöèÿ bu(s), bu 2 C(R ; K+� ) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé òðà-åêòîðèåé ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g , ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëíîìó ñèìâîëó b�,åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(6.14) ( 1: Tsbu(t) = bu(t+ s) ; s � 0 ; t 2 R2: bu(s) 2 K+b�(s) s 2 RÌíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëíîìó ñèìâîëób�, îáîçíà÷èì ÷åðåç K�.Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé ïîëíîé òðàåêòîðèè bu 2 K� ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-íàÿ �óíêöèÿ u 2 �b(~l )(Rn) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþa�u+ 
Du� f(u) = �(x) ; x 2 Rnòàêàÿ ÷òî bu(t)(x) = u(x+ t~l )��
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äî-êàçàòåëüñòâó ëåììû 3.Òåîðåìà 2 [27℄.Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð A� îáëàäàåò ñëåäóþùåé ñòðóê-òóðîé: A� = A!(�) = [�2Z(�)fbu(0) ; u 2 K�gx7 Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîðíåëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìûÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé òåîðåìû 6.1äëÿ ñåìåéñòâà (6.2) è, òåì ñàìûì, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òðàåêòîðíîãîàòòðàêòîðà ó ýòîãî ñåìåéñòâà.Òåîðåìà 1. Ñåìåéñòâî fK+� ; � 2 �g, ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâó óðàâ-íåíèé (6.2), ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü un 2 K+�n , un ! u â �+ è �n ! � â �+.Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî u 2 K+� . Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî�óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.2) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ �(x).Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.2),(7.1) �harun;r�i+ h
Dun; �i � hf(un); �i = h�n; �i ; 8� 2 D(
)43



Âûïîëíÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä n ! 1 â óðàâíåíèè (7.1) òàê æå, êàê èïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2, ïîëó÷èì(7.2) �haru;r�i+ h
Du; �i � hf(u); �i = h�; �i ; 8� 2 D(
)Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî K+� ÿâëÿåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòûì ïîä-ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà �+ .Òåîðåìà 2. Ïîëóãðóïïà fTs; s � 0g , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåìåéñòâó óðàâ-íåíèé (6.2), îáëàäàåò â ïðîñòðàíñòâå K+� êîìïàêòíûì ïðèòÿãèâàþùèììíîæåñòâîì B .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî BRx0 � Rn âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:(7.3) lims!+1 d(TsBRx0 ; �
) =1Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò s0, òàêîå ÷òî TsBRx0 � 
 äëÿ ëþáîãî s � s0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû.Òàê êàê BRx0 � Rn = [s>0T�s
, òî äëÿ ëþáîãî x 2 BRx0 ñóùåñòâóåò îò-êðûòàÿ îêðåñòíîñòü Ux è ÷èñëî sx � 0, òàêèå ÷òî Ux � T�sx
 . Âûáåðåìèç ïîêðûòèÿ fUx; x 2 BRx0g êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå fUxi ; i = 1::Ng. Òîãäà,ñîãëàñíî ïóíêòó 1 óñëîâèé (0.5), BRx0 � T�s
 ïðès � s(BRx0) = maxfsxi ; i = 1::NgÒàêèì îáðàçîì,(7.4) TsBRx0 � 
 ; s � s(BRx0)Òàê êàê Ts1
 � Ts2
 ïðè s2 � s1, òî �óíêöèÿ s! d(TsBRx0 ; 
) ÿâëÿåòñÿìîíîòîííîé (íåóáûâàþùåé), ïîýòîìó ïðåäåë (7.3) ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì,÷òî îí ðàâåí 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:d(TsBRx0 ; 
) < L ; 8s � 044



Òîãäà TsBR+Lx0 \ �
 6= ;, s 2 R+ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (7.4)(ñ çàìåíîé R íà R+ L). Ëåììà 1 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî øàðàBRx0 � Rn ñóùåñòâóåò S = S(BRx0), òàêîå ÷òîTsB2Rx0 � 
 äëÿ ëþáîãî s � SÒàê êàê � � êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå �+, òî, ñîãëàñíî ëåììå 6.1,k� ; x0; R; b+(l)k� � sups�0 k�;
 \ TsBRx0k� = C(x0; R) <1Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îöåíêå (3.1) ñ " = R, ïðè s � S âûïîëíåíîñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:(7.5) kTsK+� ; 
 \BRx0k� = kK+� ; Ts(
 \BRx0)k� � kK+� ; TsBRx0k� �� CR(1 + k�; TsB2Rx0 k2�) � ÑR(1 + k� ;x0; 2R; b+k2�) �M(x0; R) <1Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî B0 � �b+(~l )(
) , ñëåäóþùåé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:(7.6) kB0 ; 
 \BRx0k� �M(x0; R) ; x0 2 Rn ; R 2 R+Ñîãëàñíî ëåììå 6.1, ìíîæåñòâî B0 � ïðåäêîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå �+.Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî B0 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì ïîäìíîæå-ñòâîì ïðîñòðàíñòâà �(
), à ñëåäîâàòåëüíî (ñì. ëåììó 1.4), çàìêíóòîè â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà �+. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ1.3, ìíîæåñòâî B0, íàäåëåííîå èíäóöèðîâàííîé èç �+ òîïîëîãèåé, ÿâëÿ-åòñÿ êîìïàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâîB � K+� ñëåäóþùåé �îðìóëîé:B = B0 \K+�Òàê êàê B0 � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, è ìíîæåñòâî K+� ñåêâåíöèàëüíî çà-ìêíóòî, òî ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå K+� . Äî-êàæåì ñâîéñòâî ïðèòÿæåíèÿ. Ïóñòü Q � îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà B âïðîñòðàíñòâå �+. Òîãäà, èç êîìïàêòíîñòè B ñëåäóåò, ÷òî Q ñîäåðæèòîêðåñòíîñòü QN âèäà(7.7) B � QN = [Ni=1fui +Eig ; ui 2 B45



Çäåñü ìíîæåñòâà Ei ïðèíàäëåæàò áàçå îêðåñòíîñòåé íóëÿ ïðîñòðàíñòâà�+ . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñëàáîé òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå �(
) èòåîðåìå 1.1, âñÿêîå Ei ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå(7.8) Ei = Ei(Ri; "i ; Li1; � � � ; Lini) == nu 2 �+ : ���DLij ; u��
\BRi0 E��� < "i ; j = 1::ni ; Lij 2 �(
 ; BRi0 )�oÏóñòü R = maxfRi ; i = 1::Ng . ÒîãäàQ(R) � fu 2 �+ ; u��
\BR0 2 B��
\BR0 g � QN � QÒàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òîTsK+� ��
\BR0 � B��
\BR0äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ s � 0 . Îäíàêî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íåìåä-ëåííî ñëåäóåò èç îöåíêè (7.5) è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà B. Òåîðåìà 2äîêàçàíà.Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1 âûïîëíåíû, è ñëåäîâàòåëüíî,ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Ñåìåéñòâî óðàâíåíèé (6.2) îáëàäàåò â ïðîñòðàíñòâå �+òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A� , êîòîðûé ñîñòîèò èç ñóæåíèé íà îáëàñòü
 âñåõ ðåøåíèé u 2 �b(~l )(Rn) ñëåäóþùåãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé:(7.9) � a�u(x) + 
Du(x)� f(u(x)) = �(x) ; x 2 Rn� 2 Z(�)Çàìå÷àíèå 1. Òàê êàê, ñîãëàñíî ëåììå 6.3, Z(�) � �b(~l )(Rn) , òî, ñî-ãëàñíî îöåíêå (3.1) ñ 
 = Rn , ëþáîå ðåøåíèå u 2 �(Rn) óðàâíåíèÿ (7.9)ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó �b(~l )(Rn) .Îïèøåì òåïåðü õàðàêòåð ïðèòÿæåíèÿ ê àòòðàêòîðó A� .Ñëåäñòâèå 2. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîìïàêò-íîãî ìíîæåñòâà A ñâîéñòâî ïðèòÿæåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿëþáîãî øàðà BRx0 � 
 ìíîæåñòâî A��BRx0 ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì äëÿ46



ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ fTsK+� ��BRx0 ; s 2 R+g ïðè s ! 1 â òîïîëîãèè ïðî-ñòðàíñòâà �w(BRx0) , òî åñòü äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè O(A��BRx0 ) ìíîæåñòâàA��BRx0 â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà �w(BRx0) ñóùåñòâóåò S = S(O), òàêîå÷òî (TsK+� )��BRx0 � O(A��BRx0 ) ïðè s � SÒàê êàê âëîæåíèÿ(7.10) � �(BRx0) �� H1�";2(BRx0)�(BRx0) �� Lr�"(BRx0)êîìïàêòíû äëÿ ëþáîãî " > 0, òî èç òåîðåìû 7.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãîøàðà BRx0 � 
 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(7.11) 8<: lims!+1 distH1�";2(BRx0)fTsK+� ��BRx0 ; A���BRx0 g = 0lims!+1 distLr�"(BRx0 )fTsK+� ��BRx0 ; A���BRx0g = 0Çäåñü(7.12) dist:::fX;Y g = supx2X infy2Y kx� yk:::x8 Ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåîðåìûî ñóùåñòâîâàíèè àòòðàêòîðà.Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåí ðÿä ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 7.3 è ðàññìî-òðåíû íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ. Êðîìå ýòîãî, èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòüòðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà îò îáëàñòè 
 è âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ ~l.Ïðåæäå âñåãî, êîíêðåòèçèðóåì âûáîð ïðîñòðàíñòâà ñèìâîëîâ � ñå-ìåéñòâà óðàâíåíèé (6.2).Ëåììà 1. Ïóñòü � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â �+, èíâàðèàíòíîå îò-íîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû fTs ; s � 0g è ïóñòü g 2 �. Òîãäà îáîëî÷êà�óíêöèè g(8.1) H+(g) = [Tsg; s � 0℄�+ �� �+êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �+.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñðàçó ñëåäóåò èç âëîæåíèÿ H+(g) � �.47



Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ g 2 �+ íàçîâåì òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé( â íàïðàâëåíèè~l ) â �+, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (8.1). Àíàëîãè÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííàÿ êîìïàêòíîñòü â �+ è äðóãèõ �óíêöèîíàëüíûõïðîñòðàíñòâàõ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî H+(g) òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíî, òî åñòü(8.2) TsH+(g) � H+(g) ; s � 0Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî H+(g) ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå ïðî-ñòðàíñòâà ñèìâîëîâ � ñåìåéñòâà (6.2), åñëè g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíàâ �+.Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé g ìíî-æåñòâî H+(g) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì g, êî-òîðîå ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ñèìâîëîâ ñåìåéñò-âà (6.2)Çàìå÷àíèå 2. Òàê êàê îáîëî÷êà H+(g) òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé �óíê-öèè g ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì êîìïàêòîì â ïðîñòðàíñòâå �+, òî ìíîæå-ñòâà H+(g) è !(g) � !(H+(g)) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåìâèäå (ñì.[27℄):(8.20) ( H+(g) = fTsg : s � 0g [ !(g)!(g) = f� 2 �+ : 9sn � 0; sn !1 ïðèn!1; � = limn!1TsnggÇäåñü ñèìâîë lim îáîçíà÷àåò ïðåäåë â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà �+.Îïðåäåëåíèå 2. Òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì Ag óðàâíåíèÿ (6.0) 
 ïðà-âîé ÷àñòüþ g, òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â ïðîñòðàíñòâå �+, íàçûâàåò-ñÿ òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð A� ñåìåéñòâà (6.2) ñ ïðîñòðàíñòâîì ñèìâîëîâ� = H+(g).Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî ëåììå 6.1, �óíêöèÿ g 2 �(
) ÿâëÿåòñÿòðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â�+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g 2 �b+(~l )(
) .Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Ïóñòü g 2 �b+(~l )(
) . Òîãäà óðàâíåíèå (6.0) îáëàäàåò òðà-åêòîðíûì àòòðàêòîðîì Ag â ïðîñòðàíñòâå �+ .48



Ëåììà 2. Ïóñòü g � òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �+. Òî-ãäà ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (6.0) òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíî â ïðîñòðàí-ñòâå �+.Äåéñòâèòåëüíî, èç îöåíêè (3.1) àíàëîãè÷íî (7.5) ñëåäóåò, ÷òî H+(u) �îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà �b+(~l )(
) , à ñëåäîâàòåëüíî,ñîãëàñíî ëåììå 6.1, êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå �+.�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíûõ ïðàâûõ÷àñòåé g óðàâíåíèÿ (6.0), ïðè êîòîðûõ, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ýòî óðàâíåíèåîáëàäàåò òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì.Ïðèìåð 1. Ïóñòü g = g(x) � îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ â Rn (g 2 L1(Rn)).Òîãäà, äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ ~l è ëþáîé îáëàñòè 
 , óäîâëåòâîðÿþ-ùåé óñëîâèþ (0.5), �óíêöèÿ g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå�+ = �w(
).Ïðèìåð 2. Ïóñòü �óíêöèÿ h(t) : R ! R ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâóL1(R) è ïóñòü Vl = Rn�1 � ãèïåðïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ ïðÿìîé fs~l ; s 2 Rgâ ïðîñòðàíñòâå Rn . Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ g0 2 Llo
q (Vl), ãäåïîêàçàòåëü q òàêîé æå, êàê è â îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâà �. Òîãäà, êàêíåòðóäíî ïðîâåðèòü, �óíêöèÿ(8.3) g(x) = h(x:~l )g0(x� x :~l~l :~l ~l)ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó �b(~l )(Rn) , è ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé îáëà-ñòè 
, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (0.5) îãðàíè÷åíèå ýòîé �óíêöèè íà
 ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé �óíêöèåé â ïðîñòðàíñòâå �+.Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü x = (t; x0), è ~l ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì êîîðäèíàòíûìâåêòîðîì. Òîãäà �óíêöèÿ(8.4) g(t; x0) = sin(t2)ejx0j2ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â íàïðàâëåíèè~l â ïðîñòðàíñòâå �+.Çàìå÷àíèå 3. Ñîãëàñíî ëåììå 6.1, òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíàÿ â íàïðàâ-ëåíèè ~l �óíêöèÿ äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà â ýòîì íàïðàâëåíèè. Êàêïîêàçûâàåò ïðåäûäóùèé ïðèìåð, îãðàíè÷åííîñòè â äðóãèõ íàïðàâëåíè-ÿõ ìîæåò è íå áûòü.Èññëåäóåì òåïåðü çàâèñèìîñòü òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà îò âûáîðàîáëàñòè 
. 49



Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü 
1 è 
2 � äâå îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèÿì (0.5) ñ îäíèì è òåì æå íàïðàâëåíèåì ~l , è ïóñòü gi 2 �(
i), i = 1; 2,gi � òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíû â ïðîñòðàíñòâàõ �w(
i). �àññìîòðèìòðàåêòîðíûå àòòðàêòîðû Agi óðàâíåíèé (6.0) â îáëàñòÿõ 
i ñ ïðàâûìè÷àñòÿìè gi. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ag1 = Ag2 åñëè ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâó-þùèå ìíîæåñòâà ïîëíûõ òðàåêòîðèé(8.5) bAg1 =[�2Z(H+(g1))K� = bAg2 � �b(~l )(Rn)Â äàëüíåéøåì, âñþäó, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, ìû áóäåì îòîæäå-ñòâëÿòü òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð A� ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åìó ìíîæåñòâîìïîëíûõ òðàåêòîðèé bA� .Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 3 è(8.6) g1��
1\
2 = g2��
1\
2Òîãäà òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðû Ag1 è Ag2 ñîâïàäàþò.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.3, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ïîë-íûõ ñèìâîëîâ(8.7) Z(g1) � Z(H+(g1)) = Z(g2) � �b(~l )(Rn)Ïóñòü 
 = 
1\
2. Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ (8.6),H+(g1)��
 = H+(g2)��
 ,à çíà÷èò,(8.8) !(g1)��
 = !(g2)��
Ïóñòü � 2 Z(g1). Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ñèìâîëà ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-ñòâóþò �n 2 !(g1), òàêèå ÷òî T�n���
1 = �n, n 2 N . Èç óñëîâèÿ (8.8)ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò �0n 2 !(g2), òàêèå ÷òî �n��
 = �0n��
. Ñîãëàñíîëåììå 6.2, ñóùåñòâóþò �n 2 Z(g2), òàêèå ÷òî �n��
 = �0n��
 . ÈìååìT�n���
 = �n��
 ; �n 2 Z(g2)Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå���T�n
 = Tn�n��T�n
 ; �n 2 Z(g2)50



Ñîãëàñíî ëåììå 7.1, [s�0T�s
 = RnÒàêèì îáðàçîì, Tn�n ! � â ïðîñòðàíñòâå �(Rn). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ6.1, ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òî � 2 Z(g2), òî åñòü Z(g1) � Z(g2). Îáðàòíîåâëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îáëàñòü 
 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.5)äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé ~l1 è ~l2. Ïóñòü çàäàíû äâå �óíêöèè g1è g2, òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíûå â íàïðàâëåíèÿõ ~l1 è ~l2 ñîîòâåòñòâåí-íî. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 8.1, ñóùåñòâóþò òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðûAl1g1 � â íàïðàâëåíèè ~l1 äëÿ ñèñòåìû (6.0) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ g1 è Al2g2 � âíàïðàâëåíèè ~l2 äëÿ ñèñòåìû (6.0) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ g2.Òåîðåìà 3. Òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðû Al1g1 è Al2g2 ñîâïàäàþò òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå !�ïðåäåëüíûå ìíîæå-ñòâà(8.9) !l1(g1) = !l2(g2)Çäåñü !li(gi) � !(H+li (gi)), i = 1; 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Al1g1 = Al2g2 . Òîãäà �îðìóëà (8.9)ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.3 è ëåììû 6.2.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (8.9). Òîãäà, ñîãëàñíîòåîðåìå 7.3 è çàìå÷àíèþ ê íåé, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òîZl1(g1) = Zl2(g2)Ïóñòü � 2 Zl1(g1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî n 2 NT l1�n���
 = �n 2 !l1(g1) = !l2(g2)Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ëåììû 6.2, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðå-äûäóùåé òåîðåìû, ïîëó÷àåìT l1n �n ! � ïðè n!1 â ïðîñòðàíñòâå �(Rn) ; �n 2 Zl2(g2)Òàê êàê !li ñòðîãî èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû fT lis ; s � 0g,òî èç ðàâåíñòâà (8.9) è îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ñèìâîëà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-ñòâî Zl2(g2) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû fT l1s ; s � 0g. Òàêèìîáðàçîì, T l1n �n 2 Zl2(g2), à çíà÷èò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.1, � 2 Zl2(g2).Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. 51



Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü �óíêöèÿ g òàêîâà, ÷òî(8.10) H+l1(g) = H+l2(g) � H+(g)Òîãäà Al1g = Al2g .Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèÿì (8.10),(8.2) è îïðåäåëåíèþ !-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà,T l2p !l1(g) = T l2p \s�0h[h�sT l1h H+(g)i�+ � \s�0 h[h�sT l2p T l1h H+(g)i�+ == \s�0 h[h�sT l1h T l2p H+(g)i�+ � \s�0 h[h�sT l1h H+(g)i�+ = !l1(g)è, àíàëîãè÷íî, T l1s !l2(g) � !l1(g) ïðè s � 0.Äîêàæåì, ÷òî !l1(g) = !l2(g). Ïóñòü � 2 !l1(g). Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëå-íèþ (8.20) è óñëîâèþ (8.10), âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõóñëîâèé:(8.11) 8><>: 1: 9s0 � 0 , òàêîå ÷òî T l1s0g 2 !l2(g)2: T l1s g = g äëÿ ëþáîãî s � 03: 9s0 > 0; p0 > 0 , òàêèå ÷òî T l1s0g = T l2p0gÂ ïåðâîì ñëó÷àå T l1s g 2 !l2(g) ïðè s � s0, è ñëåäîâàòåëüíî, � 2 !l2(g).Âî âòîðîì ñëó÷àå !l1(g) = !l2(g) = fgg.È, íàêîíåö, â òðåòüåì ñëó÷àå ïðåäñòàâèì �, ñîãëàñíî (8.20), â ñëåäóþ-ùåì âèäå: � = limn!1 T l1sngÁåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî sn � ns0. ÒîãäàT l1sng = T l2np0(T l1sn�ns0g)Òàê êàê T l1sn�ns0g 2 H+l2(g) è np0 ! 1 ïðè n ! 1, òî, ñîãëàñíî îïðåäå-ëåíèþ !-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà, � 2 !l2(g).Èòàê, !l1(g) � !l2(g). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, Al1g = Al2g . Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.Ïðèìåð 3. Ïóñòü �óíêöèÿ g 2 �b(Rn), è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:(8.12) 9h 2 D0(R) , òàêàÿ ÷òî g(x) = h(jxj)52



Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé âëþáîì íàïðàâëåíèè ~l 2 Rn è H+l (g) � íå çàâèñèò îò ~l. Òàêèì îáðàçîì,ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðû Alg òàêæå íå çàâèñÿò îò ~l.Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ïðî-ñòîé (ïåðèîäè÷åñêîé) çàâèñèìîñòè g îò x çàâèñèìîñòü òðàåêòîðíîãî àò-òðàêòîðà îò íàïðàâëåíèÿ ~l ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíîé.Ïðèìåð 4. Ïóñòü �óíêöèÿ g 2 �b(Rn) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îòíîñè-òåëüíî íåêîòîðîé ðåøåòêè Zn.(8.13) g(x1 + k1~l1 ; � � � ; xn + kn~ln) � g(x1; � � � ; xn) ; ki 2 ZÇäåñü f~li ; i = 1::ng � áàçèñ â Rn , ïîðîæäàþùèé ðåøåòêó Zn. Ôóíäàìåí-òàëüíóþ îáëàñòü äàííîé ðåøåòêè îáîçíà÷èì ÷åðåç Z0Z0 = fx 2 Rn : x = nXi=1 xi~li ; 0 � xi < 1gÏóñòü � � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ íà òîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåøåòêå ïå-ðèîäîâ � : Rn ! T = RnÆZnÄëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ~l 2 Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç O(~l) 2 T çàìû-êàíèå îáðàçà ïðÿìîé fs~l ; s 2 Rg ïîä äåéñòâèåì ïðîåêöèè � , à ÷åðåç Z(l)� ìíîæåñòâî Z(l) = ��1O(l)��Z0Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, îáîëî÷êà H+l (g) ìîæåò áûòü îïèñàíàñëåäóþùèì îáðàçîì:(8.14) H+l (g) = fg(x+ ~s) ; ~s 2 Z(l)gÒàê êàê â äàííîì ñëó÷àå îáîëî÷êà H+l ñòðîãî èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíîäåéñòâèÿ ãðóïïû T ls, òî !l(g) = H+l (g). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå3, òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðû Al1g è Al2g ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà O(l1) = O(l2).Íàçîâåì íàïðàâëåíèå ~l 2 Rn âïîëíå èððàöèîíàëüíûì îòíîñèòåëüíîäàííîé ðåøåòêè Zn, åñëè âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà ~l â áàçèñå f~li ; i = 1::ng53



ÿâëÿþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîãî âïîëíåèððàöèîíàëüíîãî âåêòîðà ~l ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî O(l) = T . Ñëåäîâà-òåëüíî, äëÿ ëþáûõ äâóõ âïîëíå èððàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ ~l1 è ~l2 ñîîò-âåòñòâóþùèå òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðû ñîâïàäàþòAl1g = Al2g = AgÄëÿ íàïðàâëåíèÿ ~l, íå ÿâëÿþùåãîñÿ âïîëíå èððàöèîíàëüíûì, òðàåêòîð-íûé àòòðàêòîð Alg åñòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî àòòðàêòîðà Ag.Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû âíîâü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �èêñèðîâàíî íåêî-òîðîå íàïðàâëåíèå ~l è îáëàñòü 
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (0.5).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü g ñèñòåìû (6.0) ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ â âèäå(8.15) g(x) = g0(x) + g1(x)Çäåñü g1 � òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â íàïðàâëåíèè ~l â ïðîñòðàíñòâå �+,à �óíêöèÿ g0 2 �+ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:(8.16) Tsg0 ! 0 ïðè s!1 â ïðîñòðàíñòâå �+Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â íàïðàâëå-íèè ~l, è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:(8.17) !(g) = !(g1)Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8.15) è (8.16). Òîãäà òðàåêòîð-íûå àòòðàêòîðû Ag è Ag1 ñîâïàäàþò(8.18) Ag0+g1 = Ag1Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëà (8.18) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç �îðìóë (8.17)è (6.8).Ïðèìåð 5. Ïóñòü x = (t; x) è ~l ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì êîîðäèíàòíûì âåêòî-ðîì ïðîñòðàíñòâà Rn . Òàê æå, êàê è â ïðèìåðå 3, ðàññìîòðèì �óíêöèþ(8.19) g0(x) = sin(t2)ejx0j2Òàê êàê Ts sin(t2) + 0 â ïðîñòðàíñòâå L2([0; 1℄) ïðè s ! 1, òî, êàêíåòðóäíî ïðîâåðèòü, �óíêöèÿ g0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.16). Ïóñòüg1 2 �b+(~l )(
) . Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 4, òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðûAg0+g1 è Ag1 ñîâïàäàþò. 54



x9 �ëàäêîñòü àòòðàêòîðà.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î ãëàäêîñòè ïîñòðîåííîãîðàíåå òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.0) è ñàìîñîïðÿ-æåííîñòè ìàòðèöû a. Êðîìå ýòîãî, áóäåò äîêàçàíî ñâîéñòâî ïðèòÿæå-íèÿ ê òðàåêòîðíîìó àòòðàêòîðó â áîëåå ñèëüíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâàW lo
2;p (
), p > n2 . Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõóñëîâèé íà ìàòðèöó a è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6.0).Óñëîâèå 1. Ìàòðèöà a ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé: a� = a.Óñëîâèå 2. Ïðàâàÿ ÷àñòü g ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Llo
p (
) äëÿíåêîòîðîãî p > n2 .Óñëîâèå 3. Ôóíêöèÿ g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â íàïðàâëåíèè ~l ëèáîâ ïðîñòðàíñòâå L1 = Llo
p (
), ëèáî â ïðîñòðàíñòâå L2 = Llo
;wp (
), òîåñòü â ïðîñòðàíñòâå L1 , íàäåëåííîì ñëàáîé òîïîëîãèåé.Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü êðèòåðèé òðàíñëÿöèîííîé êîìïàêòíîñòè â ïðî-ñòðàíñòâàõ L i .Ëåììà 1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:(1) Ôóíêöèÿ g 2 Llo
p (
) ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â ïðî-ñòðàíñòâå Li(
), i = 1 èëè 2.(2) Äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 � Rn ñóæåíèå �óíêöèè g íà ïîëóöèëèíäðK+x0;R = 
 \ fTsBRx0 ; s � 0gòðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå L i(K+x0;R).Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (1) ) (2) î÷åâèäíà. Äîêàæåì îáðàòíóþèìïëèêàöèþ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ýáåðëåéíà (ëåììà 1.2), êàê â ñëó÷àåi = 1, òàê è â ñëó÷àå i = 2, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü ñåêâåíöèàëüíóþêîìïàêòíîñòü îáîëî÷êè H+(g) â L i . Ñåêâåíöèàëüíàÿ æå êîìïàêòíîñòüH+(g) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (2) è êàíòîðîâñêîé äèàãîíàëüíîéïðîöåäóðû. Ëåììà 1 äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì W 1 = W lo
2;p (
) è W 2 = W lo
;w2;p (
). Àíà-ëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 6.6 ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå Wb+(l);m;p(
) êàê55



ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà W lo
m;p(
), âûäåëÿåìîå ñëåäóþùåé ñèñòå-ìîé ïîëóíîðì:ku ;x0; R; b+(l)km;p = sups�0 ku;
 \ TsBRx0km;p <1; x0 2 Rn ; R 2 R+Ïðîñòðàíñòâî Wb(l);m;p(
) âûäåëÿåòñÿ èç W lo
m;p(
) ñèñòåìîé ïîëóíîðìku ;x0; R; b(l)km;p = sups2Rku;
 \ TsBRx0km;p <1 ; x0 2 Rn ; R 2 R+Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lb+(l) è Lb(l) ïðîñòðàíñòâà Wb+(l);0;p(
) è Wb(l);0;p(
)ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç W b+ (l) è W b(l) � ïðîñòðàíñòâà Wb+(l);2;p(
) èWb(l);2;p(
) ñîîòâåòñòâåííî.Ñ�îðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òðàíñëÿöèîííîé êîìïàêòíîñòè âïðîñòðàíñòâàõ L i .Ëåììà 2.(1) Ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â ïðîñòðàíñò-âå L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g 2 Lb+(l).(2) Ïóñòü �óíêöèÿ g 2 Wb+(l);�;p(
") äëÿ íåêîòîðûõ � > 0 è " � 0.Òîãäà �óíêöèÿ g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå L1 .Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) ýòîé ëåììû àíàëîãè÷íî ëåììå 6.1.Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (2). Òàê êàê îáîëî÷êà H+(g) ìåòðèçóåìà â ïðî-ñòðàíñòâå L+1 , òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî äî-êàçàòü, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fsn ; n 2 Ng ìîæíî âûäåëèòüïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fsk = snk ; k 2 Ng, òàêóþ ÷òîTskg ! � â ïðîñòðàíñòâå L+1Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî sn ! 1 ïðè n ! 1(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü sk ! s0, à èçíåïðåðûâíîñòè ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g ñëåäóåò òîãäà, ÷òî Tskg ! Ts0gâ ïðîñòðàíñòâå L+1 ). Ïóñòü BRx0 � ïðîèçâîëüíûé øàð â Rn . Ñîãëàñíîîïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå L+1 è êàíòîðîâñêîé äèàãîíàëüíîéïðîöåäóðå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðåäêîìïàêòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòèTsng��
\BRx0 â ïðîñòðàíñòâå Lp(
 \BRx0).56



Ñîãëàñíî ëåììå 7.1, ñóùåñòâóåò S = S(BRx0), òàêîå ÷òî TsBRx0 � 
"ïðè s � S. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû, ïðè sn � SkTsng;
 \BRx0kH�;p �� Ckg; TsnBRx0k�;p � Ckg;
" ;TSx0; R; b+(l)k�;p � C(x0; R)Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tsng��
\BRx0 , n 2 N , sn � S îãðàíè÷åíà â ïðî-ñòðàíñòâå H�;p(
 \ BRx0), à òàê êàê âëîæåíèå H�;p � Lp êîìïàêòíî ïðèëþáîì � > 0, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíîé âïðîñòðàíñòâå Lp(
 \BRx0). Ëåììà 2 äîêàçàíà.Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1,2 è 3. Òîãäà òðàåêòîðíûé àò-òðàêòîð bAg óðàâíåíèÿ (6.0) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â ïðîñòðàíñòâå W i(Rn),à ñëåäîâàòåëüíî, Ag � êîìïàêò â W i(
).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì îáîëî÷êó bH+(g) �óíêöèè g â ïðîñòðàí-ñòâå Li . Òàê êàê g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â Li , òî (àíàëîãè÷íî ñëó÷àþòðàíñëÿöèîííîé êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå �+) îáîëî÷êà bH+(g) è åå!-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî b!(g) êîìïàêòíû â ïðîñòðàíñòâå L i(
), à ìíî-æåñòâî ïîëíûõ ñèìâîëîâ bZ(g) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïîäìíîæåñòâîìïðîñòðàíñòâà Lb(l)(Rn) è êîìïàêòîì â ïðîñòðàíñòâå L i(Rn). Îäíàêî, êàêíåòðóäíî ïîêàçàòü,(9.1) bH+(g) = H+(g) ; b!(g) = !(g) ; bZ(g) = Z(g)Çäåñü H+(g) = �, !(g), Z(g) � îáîëî÷êà, !- ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî èìíîæåñòâî ïîëíûõ ñèìâîëîâ �óíêöèè g, ðàññìàòðèâàåìîé êàê òðàíñ-ëÿöèîííî êîìïàêòíàÿ �óíêöèÿ â �+. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü � 2 !(g).Òîãäà, ñîãëàñíî (8.20),(9.2) � = �+- limn!1 Tsngäëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sn !1. Òàê êàê g � òðàíñëÿöèîííîêîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâåLi, òî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè fTsng; n 2 Ng, ðàâíî êàê è ëþáîé åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòèíåïóñòî. Îäíàêî èç (9.2) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò ëèøü èçîäíîé òî÷êè f�g, òî åñòü(9.3) � = L+i - limn!1 Tsng 2 b!(g)57



Ñëåäîâàòåëüíî, !(g) � b!(g). Îáðàòíîå âëîæåíèå î÷åâèäíî. Îñòàëüíûåðàâåíñòâà èç (9.1) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îöåíêå (4.25), ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ïîëíàÿòðàåêòîðèÿ u(x), x 2 Rn ñåìåéñòâà (6.2) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâóW b(l)(Rn), è ìíîæåñòâî bAg âñåõ ïîëíûõ òðàåêòîðèé îãðàíè÷åíî â ýòîìïðîñòðàíñòâå, à çíà÷èò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3, ïðåäêîìïàêòíî â ïðî-ñòðàíñòâå W 2(Rn). Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà bAg â ïðîñòðàíñòâå W 2(Rn)äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 6.1.Èòàê, â ñëó÷àå ñëàáîé òîïîëîãèè (i = 2) òåîðåìà 1 äîêàçàíà.�àññìîòðèì ñëó÷àé ñèëüíîé òîïîëîãèè i = 1. Äîêàæåì êîìïàêòíîñòüìíîæåñòâà bAg â ïðîñòðàíñòâå W 1(Rn). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü un 2 bAg ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëíûìè ñèìâîëàìè�n 2 Z(g). Òîãäà, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî un + u â ïðîñòðàíñòâå W lo
;w2;p (Rn) è �n + � âïðîñòðàíñòâå Llo
;wp (Rn), ïðè÷åì u 2 K�. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿäîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî un ! u è â ñèëüíîéòîïîëîãèè. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî øàðàBRx0 � Rn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(9.4) un��BRx0 ! u��BRx0 â ïðîñòðàíñòâå W2;p(BRx0)Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî �n ! � â ïðîñòðàíñòâå L+1 (Rn). Äåéñòâè-òåëüíî, òàê êàê g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ñèëüíîé òîïîëîãèè, òîZ(g) � êîìïàêò â L1(Rn). �àññóæäàÿ äàëåå òàê æå, êàê è ïðè äîêàçà-òåëüñòâå ðàâåíñòâ (9.1), ïîëó÷èì �n ! �.Äîêàæåì �îðìóëó (9.4). Ââåäåì ñðåçàþùóþ �óíêöèþ �(x) 2 C10 (Rn),òàêóþ ÷òî �(x) = 1 ïðè x 2 BRx0 è �(x) = 0 ïðè x =2 BR+"x0 è ïåðåïèøåìóðàâíåíèå (6.2) â ñëåäóþùåé �îðìå, àíàëîãè÷íîé (4.3):(9.5) 8><>: �(�un) = 2r�:run +��un++�a�1 [�
Dun + f(un) + �n℄ � �n(x)�un��BR+"x0 = 0Çàìåòèì, ÷òî �n ! � â ïðîñòðàíñòâå Lp(BR+"x0 ). Äåéñòâèòåëüíî, ïî äîêà-çàííîìó âûøå ��n ! �� â Lp. Òàê êàê âëîæåíèå W2;p �W1;p êîìïàêòíîè un + u â W2;p, òî run ! ru â Lp. Àíàëîãè÷íî, òàê êàê âëîæåíèåW2;p � C êîìïàêòíî (p > n2 ) è f íåïðåðûâíà, òî f(un)! f(u) â Lp.58



Èòàê, �n ! � â Lp(BR+"x0 ). Ñîãëàñíî òåîðåìå îá Lp�ðåãóëÿðíîñòè ðåøå-íèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (
ì. [18℄), �un ! �u â ïðîñòðàíñòâå W2;p(BR+"x0 ).Ôîðìóëà (9.4) äîêàçàíà. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ïðèòÿæåíèè ê àòòðàêòîðó Ag â òîïîëî-ãèè ïðîñòðàíñòâà W i . Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê íèêàêèõ óñëîâèé íà ãðàíèöó�
 íå íàëàãàåòñÿ, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, TsK+� íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîìïðîñòðàíñòâà W i íè äëÿ êàêîãî s � 0, è òàêèì îáðàçîì, àíàëîã îïðå-äåëåíèÿ 6.2 äëÿ ïðèòÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ W i , i = 1; 2 íå ÿâëÿåòñÿêîððåêòíûì. Îäíàêî, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3, äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 �� 
TsK+� ��BRx0 �W2;p(BRx0) ïðè s � 0Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå (ñì. ñëåäñòâèå 7.2).Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòòðàêòîð Ag ïðèòÿãèâàåò ñå-ìåéñòâî ìíîæåñòâ fTsK+� ; s � 0g â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà W i , åñëè äëÿëþáîãî øàðà BRx0 �� 
 ñóæåíèå Ag��BRx0 àòòðàêòîðà Ag íà ýòîò øàðïðèòÿãèâàåò ñåìåéñòâî fTsK+� ��BRx0 ; s � 0g â ïðîñòðàíñòâå W i(BRx0), òîåñòü äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè O(Ag��BRx0 ) ìíîæåñòâàAg��BRx0 â ïðîñòðàíñòâåW i(BRx0) ñóùåñòâóåò S = S(O), òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî s � S âûïîëíåíîóñëîâèå TsK+� ��BRx0 � O(Ag��BRx0 ) ïðè s � SÀíàëîãè÷íî � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tsnun ! u, sn ! 1, un 2 K+� ñõî-äèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå W i , åñëè äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 �� 
(9.6) Tsnun��BRx0 ! u��BRx0 â ïðîñòðàíñòâå W i(BRx0)Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1,2,3. Òîãäà òðàåêòîðíûé àò-òðàêòîð Ag óðàâíåíèÿ (6.0) (� = H+(g)) ïðèòÿãèâàåò ñåìåéñòâî ïîëó-òðàåêòîðèé fTsK+� ; s � 0g â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà W i .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.59



Ëåììà 3. Ïóñòü un 2 K+� , n 2 N è sn !1. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè fTsnun; s 2 Ng ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿâ òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà W i ê íåêîòîðîé u 2 Ag.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3, äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 �� 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tsnun��BRx0 îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå W2;p(BRx0), àçíà÷èò, ïðåäêîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå W 2(BRx0). Èñïîëüçóÿ äèàãîíàëü-íóþ ïðîöåäóðó, âûäåëèì èç Tsnun ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ìûòàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç Tsnun, ñõîäÿùóþñÿ â ïðîñòðàíñòâå W 2(
) ê íåêî-òîðîé �óíêöèè u 2 W 2(
). Èç îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðàñëåäóåò, ÷òî u 2 Ag. Èòàê, â ñëó÷àå âûáîðà ñëàáîé òîïîëîãèè (i = 2)ëåììà 3 äîêàçàíà.�àññìîòðèì ñëó÷àé ñèëüíîé òîïîëîãèè (i = 1). Â ýòîì ñëó÷àå, ñîâåð-øåííî àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ, ïðèâåäåííîìó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-ìû 2, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç Tsnun + u â ïðîñòðàíñòâå W 2 ñëåäóåò, ÷òîTsnun ! u â ïðîñòðàíñòâå W 1 . Ëåììà 3 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâó-åò øàð BRx0 �� 
, òàêîé ÷òî ìíîæåñòâîAg��BRx0 íå ïðèòÿãèâàåò ñåìåéñòâîTsK+� ��BRx0 â ïðîñòðàíñòâå W i(BRx0). Â ñâîþ î÷åðåäü (ñì. [29℄), ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fTsnun��BRx0 ; n 2 Ng, un 2 K+�è sn ! 1, òàêàÿ ÷òî ìíîæåñòâî åå ïðåäåëüíûõ â òîïîëîãèè W i òî÷åêíå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Ag��BRx0 . Îäíàêî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðîòèâîðå÷èòëåììå 3. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1,2 è 3. Òîãäà, òàê êàê âëî-æåíèå W2;p � C êîìïàêòíî (p > n=2), òî äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 �� 
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:(9.7) lims!+1 distC(BRx0)fTsK+� ��BRx0 ;Ag��BRx0 g = 0x10 Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ýëëèïòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ, ÿâíî çàâèñÿùåé îò x.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû êðàòêî èçëîæèì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíî-ãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû (0.1), â êîòîðîé íåëèíåéíîñòü f = f(u; x) ìîæåòçàâèñåòü îò x 2 
. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ îöåíîê (3.1) è (4.25) â îáùåì60



ñëó÷àå, âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â xx6�9 ïî÷òè äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿíà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (0.1). Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â íåîáõîäèìî-ñòè èçìåíèòü îïðåäåëåíèå ñèìâîëà, äàííîå â x6. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàêíåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f ÿâíî çàâèñèò îò x, òî, êàê èçâåñòíî (ñì. [26℄), äëÿêîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà íåîáõîäèìî â êà÷å-ñòâå ñèìâîëà � óðàâíåíèÿ (0.1) ðàññìàòðèâàòü ïàðó � = (f( � ; � ) ; g( � )) (âïðîòèâíîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî fK+� ; � 2 �g, ïîñòðîåííîå â x6, íå áóäåò, âî-îáùå ãîâîðÿ, òðàíñëÿöèîííî ñîãëàñîâàííûì, è ìû íå ñìîæåì îïðåäåëèòüäåéñòâèå ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g íà ïðîñòðàíñòâå K+�). Îñòàíîâèìñÿ íàýòîì áîëåå ïîäðîáíî.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G = Rk �
 . Îáîçíà÷èì(10.1) M = Clo
(
;Clo
(Rk ;Rk )) = Clo
(G;Rk )Ñèñòåìà ïîëóíîðì â ïðîñòðàíñòâå M çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:kfkK;BRx0 = supfjf(u; x)j : u 2 K ; x 2 
 \BRx0gÇäåñü K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â Rk , x0 2 Rk , R 2 R+ .Î÷åâèäíî, ÷òî íåëèíåéíîñòü f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (0.3), ïðè-íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó M . �àññìîòðèì îáîëî÷êó �óíêöèè f â ïðî-ñòðàíñòâå M(10.2) H+(f) = H+l (f) = �f(u; T lsx) ; s � 0�MÎïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f 2 M íàçûâàåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêò-íîé â M (â íàïðàâëåíèè ~l), åñëè åå îáîëî÷êà (10.2) � êîìïàêò â ïðîñòðàí-ñòâå M .Êðèòåðèè òðàíñëÿöèîííîé êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ âèäà (10.1)ñ�îðìóëèðîâàíû â [26℄.Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíîñòü f â ñèñòåìå (0.1)ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â ïðîñòðàíñòâå M .Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü f 2 M è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþf(u ; T lsx) � f(u ; x) ; s � 061



Òîãäà H+l (f) = ffg, è ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîí-íî êîìïàêòíîé â M .Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà óðàâíåíèÿ (0.1), âìåñòî ñå-ìåéñòâà (6.2), ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé âèäà (0.1):(10.3) � a�u+ 
Du� h(u; t) = �(x)� � (h( � ; � ); �( � )) 2 � = H+(f)�H+(g)Çäåñü ff; gg � íåëèíåéíîñòü è ïðàâàÿ ÷àñòü èñõîäíîé ñèñòåìû (0.1) ñîîò-âåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî x6, áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî� ïðîñòðàíñòâîìñèìâîëîâ, à åãî ýëåìåíòû fh; �g � ñèìâîëàìè ñåìåéñòâà (10.3).Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü f òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå M èóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.2). Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ëþáàÿ�óíêöèÿ h 2 H+(f) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.3) ñ òåìè æå êîíñòàí-òàìè, ÷òî è èñõîäíàÿ �óíêöèÿ f . Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè (3.1) è (4.25)âûïîëíÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ïî âñåì óðàâíåíèÿì ñåìåéñòâà (10.3).Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ âûøå èçìåíåíèé âñå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû xx6�9 ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (0.1). Íàïðèìåð, àíàëîãàìè òåîðåì8.1, 9.1 è 9.2 áóäóò ñëåäóþùèå òåîðåìû.Òåîðåìà 1. Ïóñòü f òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå M , èóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.3), à g � òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðî-ñòðàíñòâå �+. Òîãäà óðàâíåíèå (0.1) îáëàäàåò òðàåêòîðíûì àòòðàêòî-ðîì Aff;gg = A� (� = H+(f)�H+(g)).Òåîðåìà 2. Ïóñòü f òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â M è âûïîëíåíû óñëî-âèÿ 9.1,9.2 è 9.3. Òîãäà Af;g � êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå W +i (
) è ïðèòÿãè-âàåò K+� â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà W +i (
) (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9.2).x11 Ïðèìåðû òðàåêòîðíûõ àòòðàêòîðîâ.Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ óðàâíåíèé âè-äà (0.1) è ðàññìîòðåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðàåêòîðíûå àòòðàêòîðû.Ìû íà÷íåì ñ íåêîòîðîãî êëàññà óðàâíåíèé âèäà (0.1), òðàåêòîðíûå àò-òðàêòîðû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè (A = fu � 0g).Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (0.1) g � 0, è îïå-ðàòîð 
 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì (òî åñòü âñå ìàòðèöû 
i â �îðìó-ëå (0.2) ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè). Ïóñòü òàêæå íåëèíåéíàÿ �óíê-62



öèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.3) è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäó-þùåì âèäå:(11.1) f(u) = �u+ F (u) , ãäå � > 0 è F (u):u � 0 8u 2 RnÒîãäà äëÿ ëþáîé îáëàñòè 
, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (0.5), òðàåêòîð-íûé àòòðàêòîð A óðàâíåíèÿ (0.1) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè u � 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì,÷òî èç óñëîâèÿ (11.1) ñëåäóåò f(0) = 0 è òà-êèì îáðàçîì, u � 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (0.1). Äîêàæåì, ÷òîu � 0 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â êëàññå �(Rn). Äåé-ñòâèòåëüíî, ïóñòü u 2 �(Rn) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.1). Òîãäà òàê êàêg � 0, òî èç òåîðåìû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî u 2 �b(Rn).Óìíîæèì óðàâíåíèå (0.1) ñêàëÿðíî â Rk íà �óíêöèþ ue�"jxj, ãäå " �äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x 2 Rn .Ïîëó÷èì(11.2) Daru;r(ue�"jxj)E+ �De�"jxju; uE� D
Du; ue�"jxjE � 0Òàê êàê a+ a� > 0 è jre�"jxjj � "e�"jxj, òî(11.3) Daru;r(ue�"jxj)E �� C Djruj2e�"jxj; 1E� C1"Djruj � juje�"jxj; 1E �� C2 Djruj2e�"jxj; 1E� C3"2 Djuj2e�"jxj; 1EÈíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì òðåòüå ñëàãàåìîå �îðìóëû (11.2), ó÷èòûâàÿ ñà-ìîñîïðÿæåííîñòü ìàòðèö 
i, ïîëó÷èì(11.4) �� D
Du; ue�"jxjE �� � 12 kXi=1 �� D�xi(
iu:u)e�"jxj; 1E �� �� C"Djruj � juje�"jxj; 1E � C2 Djruj2e�"jxj; 1E� C3"2 Djuj2e�"jxj; 1EÏîäñòàâèâ ýòè îöåíêè â �îðìóëó (11.2), ïîëó÷èì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì "Djuj2e�"jxj; 1E � 063



Òàêèì îáðàçîì, u � 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.3 ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òîA = fu � 0g. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå (11.1), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âëå÷åò ìîíîòîííîñòèóðàâíåíèÿ (0.1). Òàê, íàïðèìåð, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíåíû äëÿ�óíêöèè F (u) = ujuj2(2 + sin juj2)Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè ìàòðèö 
i â òåîðåìå 1 ÿâëÿ-åòñÿ ñóùåñòâåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèéy00(t) + 
y0(t)� y(t) = y(jyj2 � 1)2â êîòîðîé y = (y1; y2), à 
 = 2� 0 �11 0 �èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y(t) = (sin t; 
os t).Ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî â îòëè÷èå îò àòòðàêòî-ðîâ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, ýëëèïòè÷åñêèé àòòðàêòîð ìîæåò íå áûòüñâÿçíûì.Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íåçàâèñèìûõïåðåìåííûõ n = 1 èëè n = 2. Ïóñòü òàêæå a = a� > 0, 
 = 0, g � 0, àíåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.3) è f(u):u � 0. Òîãäàâñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(11.5) a�u = f(u)èç êëàññà �(Rn) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé u � u0 2 Rk , f(u0) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u 2 �(Rn) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.5). Òî-ãäà, èç òåîðåìû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî u 2 �b(Rn). �àññìîòðèì �óíêöèþy(x) = au(x):u(x). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü (ñì. x4), ÷òî(11.6) �y = 2aru:ru + 2f(u):u � 0Òàêèì îáðàçîì, y(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñóáãàðìîíè÷åñêîé �óíêöè-åé â Rn ïðè n = 1 èëè n = 2, òî åñòü y(x) � 
onst (â ñëó÷àå n = 1 ýòîóòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê y � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, â ñëó÷àå n = 2îíî äîêàçàíî íèæå â ëåììå 1). Èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (11.6) ïîëó-÷àåì òåïåðü, ÷òî ru � 0. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà òåîðåìûËèóâèëëÿ äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé â R2 .64



Ëåììà 1. Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ v 2 L1;b(R2)ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îïåðàòîð îñðåäíå-íèÿ, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v 2 C1(R2)\Cb(R2)è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(11.7) �v(x) = '(x) � 0Åñëè '(x) � 0, òî v - ãàðìîíè÷åñêàÿ, è óòâåðæäåíèå ëåììû íåìåä-ëåííî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç íåðàâåíñòâà Õàðíàêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî'(x) 6= 0. Òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî '(0) 6= 0.Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ v â øàðå BR0 â âèäå ñóììû v(x) = v1(x) + v2(x),ãäå ( �v1(x) = 0v1���BR0 = v���BR0 ( �v2(x) = '(x)v2���BR0 = 0Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè v(x) ñëåäóåò, ÷òîjv1(x)j � C ðàâíîìåðíî ïî R 2 R+ . �àññìîòðèì �óíêöèþ v2(x). Òàêêàê '(x) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò øàð B�0 , òàêîé ÷òî '(x) � " > 0 ïðè x 2 B�0 .Òîãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, v2(x) � bv(x) ïðè x 2 BR0 , ãäå bv(x)� ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:(11.8) ( �bv(x) = "�B�0 (x)bv���BR0 = 0Çäåñü �B�0 (x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ øàðà B�0 . �åøåíèå óðàâíå-íèÿ (11.8) ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Â ÷àñòíîñòèbv(0) = �"2�2 ln Rpe�Òàêèì îáðàçîì, v2(0) � bv(0) ! �1 ïðè R ! 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòîãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè v. Ëåììà 1 äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 3. Ýëåìåíòàðíûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå ðàçìåð-íîñòè n � 3 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Óñëîâèå
 = 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Òàê, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå óðàâ-íåíèå (k = 1, n = 1): y00(t) + 2y0(t) = f(y)65



â êîòîðîì f(y) = 8><>: y3 ïðè y < 0;sin2 y(1� sin y 
os y) ïðè 0 � y � �;(y � �)3 ïðè y > �;äîïóñêàåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé y = �2 + ar
tg(t+ t0).Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì â R2 ñëåäóþùåå óðàâíåíèå�u = u(u� 1)2(u� 2)2 � � � (u�N)2 ; x 2 R2 ; N 2 NÒîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ýòîãî óðàâíåíèÿ ñî-ñòîèò èç N + 1 èçîëèðîâàííîé òî÷êè u � 0, u � 1; � � � ; u � N .Çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðà� ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà 'àâòîíîìíîãî' óðàâ-íåíèÿ (òî åñòü óðàâíåíèÿ, íå çàâèñÿùåãî ÿâíî îò x), òðàåêòîðíûé àò-òðàêòîð êîòîðîãî èìååò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì â Rn ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:(11.9) �u� u = �2u�(u) + ujuj2(1� �(u))Çäåñü �(u) � ñðåçàþùàÿ �óíêöèÿ êëàññà C1, ðàâíàÿ åäèíèöå ïðè juj < 1è íóëþ ïðè juj > 2.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (11.9) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëî-âèÿì òåîðåìû 8.1, à ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàåò òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì,ïîðîæäàåìîì âñåìè îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Çàìå-òèì, ÷òî ïðè juj � 1 óðàâíåíèå (11.9) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì(11.10) �v + v = 0Îáîçíà÷èì ÷åðåç V0 ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ èç êëàññàÑb(R2). Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî V0 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì áåñêîíå÷-íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà Cb(R2). Äåéñòâèòåëüíî, V0ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèé âèäàv�(x) = sin�1x1 sin�2x2 � � � sin�nxn ; nXi=1 �2i = 1Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð A óðàâíåíèÿ (11.9) ñîäåðæèòåäèíè÷íûé øàð áåñêîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V0 è, òà-êèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì. Áîëåå òîãî, â ýòîì ïðèìåðåïåðåñå÷åíèå àòòðàêòîðà A ñ ëþáûì øàðîì BRx0 � 
 èìååò áåñêîíå÷-íóþ õàóñäîð�îâó è �ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü, íàïðèìåð, â ïðîñòðàí-ñòâå L2(BRx0). 66
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