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Â ïðîñòðàíñòâå x 2 Rn ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâ-íåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:(1) � �2t u+ 
�tu��xu+ f(u) = g(x); x 2 Rn ; 
 > 0u��t=0 = u0; �tu��t=0 = u00Óðàâíåíèÿ âèäà (1) ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà íåëèíåéíóþ �óíêöèþf è ïðàâóþ ÷àñòü g èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [1℄, [7℄,[9℄ â ñëó÷àå çàäà÷è (1) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 è [6℄, [8℄ â ñëó÷àå 
 = Rn ).Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå(2) f(u) = �0u+ f1(u) + f2(u); �0 > 0;ãäå �óíêöèÿ f1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:(3) 1: f1(u) � u � 0; 2: f 01(u) � �C;à �óíêöèÿ f2 îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé:(4) jf2(u)j+ jf 02(u)j � C; 8u 2 RÊðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå n > 2 íåëèíåéíîñòü f1 óäîâëåòâî-ðÿåò ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì íà ðîñò ïî u:(5) � 1: jf 01(u)j � C(1 + jujq); q < 2n�22: jf 001 (u)j � C(1 + jujm); ãäå m = 1 ïðè n = 3 è m = 0 ïðè n > 3Äëÿ �îðìóëèðîâêè óñëîâèé íà íà÷àëüíûå äàííûå (u0; u00) è ïðàâóþ ÷àñòü gíàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.1991 Mathemati
s Subje
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ation. 35B35, 35B40.1



Îïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BRx0 � Rn øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â x0.Äëÿ êàæäîãî l 2 R+ è 1 � p �1 îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî(6) W l;pb (Rn ) = fu 2 D0(Rn ) : kukW l;pb � supx02Rn kukWpl (B1x0 ) <1gÊàê îáû÷íî, ñèìâîë W pl îáîçíà÷àåò ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, ïðî-èçâîäíûå êîòîðûõ äî ïîðÿäêà l âêëþ÷èòåëüíî ïðèíàäëåæàò Lp.Â êà÷åñòâå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çàäà÷è (1) âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðî-ñòðàíñòâî:(7) Eb =W 1;2b (Rn )� L2b(Rn ); �u � (u; �tu) 2 EbÒàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî îãðàíè÷åííûå ïðè jxj ! 1 ðåøåíèÿçàäà÷è (1).Òåîðåìà 1. Ïóñòü g 2 L2b(Rn ), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2)�(5). Òîãäà äëÿ ëþáîãî�u(0) = (u0; u00) 2 Eb ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (1), òàêîå÷òî �u(t) 2 Eb ïðè t � 0, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà(8) k�u(t)k2Eb � Ce�Æt �k�u(0)k2Eb + k�u(0)kq+2Eb �+ C1(1 + kgk2L2b); Æ > 0Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1) ïîðîæäàåò ïîëóãðóïïó(9) St : Eb ! Eb; St�u(0) = �u(t);ãäå �u(t) = (u(t); �tu(t)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Áîëåå òîãî, èç îöåíêè (8) ñëå-äóåò, ÷òî ïîëóãðóïïà St îáëàäàåò ïîãëîùàþùèì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâåEb, ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ïðè t ! 1 åñòå-ñòâåííî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå àòòðàêòîðà ïîëóãðóïïû St, ïîðîæäàåìîé ýòîéçàäà÷åé.Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. [1℄). Ìíîæåñòâî A � Eb íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì ïîëó-ãðóïïû (7) ((Elo
; Eb)-àòòðàêòîðîì â îáîçíà÷åíèÿõ [1℄), åñëè âûïîëíåíû ñëåäó-þùèå óñëîâèÿ:1. Ìíîæåñòâî A � êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå Elo
(Rn ) � W 1;2lo
 (Rn ) �L2lo
(Rn ).2. Ìíîæåñòâî A ñòðîãî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû St, òî åñòüStA = A ïðè t � 03. Ìíîæåñòâî A ïðèòÿãèâàåò îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà Eb,òî åñòü äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî B � Eb è ëþáîé Elo
-îêðåñòíîñòè O(A)ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò T = T (O;B), òàêîå ÷òîStB � O(A) ïðè t � TÎòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå Elo
, óñëîâèå1 îïðåäåëåíèÿ 2 îçíà÷àåò, ÷òî ñóæåíèå A��BRx0 ìíîæåñòâàA íà ëþáîé øàð BRx0 �Rn êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå E(BRx0) �W 1;2(BRx0)� L2(BRx0).Àíàëîãè÷íî, óñëîâèå 3 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ ëþáîãî øàðà BRx0 �Rn , ëþáîé îêðåñòíîñòè O ìíîæåñòâà A��BRx0 â ïðîñòðàíñòâå E(BRx0) è ïðîèç-âîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B � Eb ñóùåñòâóåò T = T (BRx0 ;B;O), òàêîå÷òî StB��BRx0 � O ïðè t � T2



Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 1. Òîãäà ïîëóãðóïïà St, ïî-ðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (1), îáëàäàåò àòòðàêòîðîì A â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.Êðîìå òîãî,(10) A = f�(0) : �(t); t 2 R; � ðåøåíèå (1) è supt2R k�(t)kEb <1gÇàìå÷àíèå 1. Êàê ïîêàçûâàþò ýëåìåíòàðíûå ïðèìåðû, àòòðàêòîð A çàäà÷è(1) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïàêòíûì â ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè ïðî-ñòðàíñòâà Eb.Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àòòðàêòîðà A, ïîñòðîåííîãîâ òåîðåìå 2. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè x 2 
â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ àòòðàêòîð A çàäà÷è (1) ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íóþõàóñäîð�îâó è �ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü, ïîýòîìó äëÿ åãî èññëåäîâàíèÿ èñ-ïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå Êîëìîãîðîâñêîé "�ýíòðîïèè. Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð,[4℄), ÷òî Êîëìîãîðîâñêîé "-ýíòðîïèåé êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K â ìåòðè÷å-ñêîì ïðîñòðàíñòâå M íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:(11) H " (K;M) � lnN"(K)ãäå N"(K) � íàèìåíüøåå ÷èñëî "-øàðîâ â M , êîòîðûìè ìîæíî ïîêðûòü êîì-ïàêò K. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî �ðàêòàëüíàÿ (ýíòðîïèéíàÿ) ðàçìåðíîñòü ìíî-æåñòâà K �M âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå(12) dimF (K;M) � lim sup"!0 H " (K;M)ln 1"Îöåíêè "- ýíòðîïèè àòòðàêòîðîâ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ïîëó-÷åíû â [2℄ äëÿ ñëó÷àÿ íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äè��óçèè â îãðàíè-÷åííîé îáëàñòè; â [5℄ äëÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà-Ëàíäàó â Rn ,n � 3; â [3℄ äëÿ àâòîíîìíûõ è íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äè��óçèè âíåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ 
 � Rn .Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà ýíòðîïèÿ ñóæåíèÿàòòðàêòîðà A çàäà÷è (1) íà øàð BRx0 äîïóñêàåò îöåíêó(13) H " (A ��BRx0 ; Eb(BRx0)) � C(R+K ln 1" )n ln 1"ãäå C è K � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò êîíêðåòíîãî âèäà óðàâíåíèÿ(è íå çàâèñÿùèå îò R, x0 è ").Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà èçëîæåííàÿ âûøå òåîðèÿ,ðàññìîòðèì óðàâíåíèå(14) �2t u+ 
�tu��xu+ ujuj� � au = 0; a > 0; 0 < � < 2n� 2Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû1 è, òàêèì îáðàçîì, îáëàäàåò àòòðàêòîðîì â Eb.3



Òåîðåìà 4. Ïóñòü A � Eb � àòòðàêòîð óðàâíåíèÿ (14). Òîãäà,1. A çàìêíóò, íî íå êîìïàêòåí â Eb.2. Êîëìîãîðîâñêàÿ "- ýíòðîïèÿ A äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó:(15) H " (A ��BRx0 ; Eb(BRx0)) � C1Rn ln 1"è, òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (13) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïðè R � ln 1" , èëè ïðè R >> ln 1" .3. Äëÿ ëþáîãî Æ > 0 ñóùåñòâóåò CÆ > 0, òàêîå ÷òî(16) H " (A ��B1x0 ; E(B1x0)) � CÆ �ln 1"�n+1�ÆÑëåäîâàòåëüíî, (13) òî÷íà è ïðè R << ln 1"Ñëåäñòâèå 1. Ñóæåíèå àòòðàêòîðà A íà ëþáîé øàð BRx0 èìååò áåñêîíå÷íóþ�ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü.�àññìîòðèì â çàêëþ÷åíèè íåêîòîðûé íåòðèâèàëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâ-íåíèÿ (1), â êîòîðîì ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé.Òåîðåìà 5. Ïóñòü â ðàçëîæåíèè (2) f2 � 0, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) è (5), àïðàâàÿ ÷àñòü g 2 L2b(Rn ) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(17) limjx0j!1 kgkL2(B1x0 ) = 0Òîãäà àòòðàêòîð A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â Eb, è åãî �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòüêîíå÷íà:(18) dimF (A; Eb) <1Íàïðèìåð, â ñëó÷àå n = 2 �óíêöèÿ(19) f(u) = 2u3 � 8u2 + 9uóäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 5 è, ñëåäîâàòåëüíî, àòòðàêòîð A óðàâíå-íèÿ (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ (19) è ïðàâîé ÷àñòüþ g, óäîâëåòâîðÿþùåé (17), èìååòêîíå÷íóþ �ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü.Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 àòòðàêòîð A = f0g, åñëèg � 0. Îäíàêî â ñëó÷àå g 6= 0 àòòðàêòîð íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òðèâè-àëüíûì. Áîëåå òîãî, åñëè �óíêöèÿ f íå ìîíîòîííà, òî åñòü ñóùåñòâóåò z 2 R,òàêîå ÷òî f 0(z) < 0 (íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè (19) z = 1), òî äëÿ ëþáîãî N 2 Nñóùåñòâóåò ïðàâàÿ ÷àñòü gN , óäîâëåòâîðÿþùàÿ (17), òàêàÿ ÷òîN < dimF (AgN ; Eb) <1
4
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