
Ò�ÀÅÊÒÎ�ÍÛÉ ÀÒÒ�ÀÊÒÎ�ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉÑÈÑÒÅÌÛ Â ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÂèøèê Ì.È. & Çåëèê Ñ.Â.ÑîäåðæàíèåÂâåäåíèå.�ëàâà 1. Àïðèîðíûå îöåíêè è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé.x1 Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî óðàâíå-íèÿ.x2 Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.x3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà.x4 Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Àïðèîðíûå îöåíêè.x5 Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé.�ëàâà 2. Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð.x6 Àáñòðàêòíàÿ ñõåìà.x7 Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð íåëèíåéíîãî ýëëèïòè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.x8 Ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåîðåìû î ñóùåñòâîâà-íèè àòòðàêòîðà.x9 Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ïðè t!1.x10 Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ ñ íåàâòîíîìíîé íåëèíåéíîñòüþ.Ââåäåíèå.Â ïîëóöèëèíäðå 
+ = R+ � !, ãäå ! � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ äîñòà-òî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà:(0.1) ( a(�2t u+�u) + 
�tu� f(u; t) = g(t)ujt=0 = u0 ; uj�! = 0Çäåñü u = u(t; x) = (u1; � � � ; uk), g = g(t; x), f(u; t) � âåêòîðíûå �óíêöèè,(t; x) 2 
+,� � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé x = (x1; � � � ; xn), 
 è a � ïîñòî-ÿííûå ìàòðèöû (
; a 2 L(Rk ;Rk )), ïðè÷åì a = a� > 0. Óñëîâèÿ íà íåëèíåéíóþ�óíêöèþ f(u; t), ïðàâóþ ÷àñòü g è íà÷àëüíîå óñëîâèå u0 ñ�îðìóëèðîâàíû âñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (0.1) ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ u, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðî-ñòðàíñòâó [H2;p(
t)℄k, 8t > 0, ãäå 
t = [t; t + 1℄ � !, îáëàäàþùàÿ êîíå÷íîé�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ.1



íîðìîé(0.2) jjujja = supt2R+ jju;
tjjH2;p <1(Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Hl;p îáîçíà÷àåòñÿ ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé,îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ äî ïîðÿäêà l âêëþ÷èòåëüíî ïðèíàäëåæàòïðîñòðàíñòâó Lp ñì.[1℄).Ïîêàçàòåëü p ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû, ïî òåîðåìå âëîæåíèÿÑîáîëåâà, H2;p � C1 (p > n+ 1).Äëÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (f(u; t) � f(u), g(t; x) � g(x)) ãèëüáåðòîâ ñëó-÷àé p = 2 áûë èññëåäîâàí â ðàáîòàõ [2℄, [3℄. Îäíàêî, äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëå-íèÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà f(u; t) â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàëîæèòü âåñüìàñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðîñò �óíêöèè f(u; t) ïî u. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íèêà-êèõ îãðàíè÷åíèé íà ðîñò f(u; t) ïî u íå íàëàãàåòñÿ.Îñíîâíîé çàäà÷åé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøå-íèé óðàâíåíèÿ (0.1) ïðè t ! +1. Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ïðè ýòîì èìååòñëåäóþùàÿ îöåíêà(0:20) jju;
tjj2;p � R(u0)e��t +R1(g)Çäåñü � > 0 è êîíñòàíòà R1 íå çàâèñèò îò u0 (
ì. (0.6)). Ýòà îöåíêà ïîçâîëÿåòïðèìåíèòü ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è (0.1) ìåòîäû òåîðèè àòòðàêòîðîâ [4℄, [5℄.Òàê êàê óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íàìè íà íåëèíåéíóþ �óíêöèþ f (ñì. (0.4)),îáåñïå÷èâàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü ñóùåñòâîâàíèå (íî íå åäèíñòâåííîñòü) ðå-øåíèÿ çàäà÷è (0.1), òî äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ïðè t ! 1 ñòðî-èòñÿ òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé ïîëóãðóï-ïîé fTs; s � 0g ïîëîæèòåëüíûõ ñäâèãîâ âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.1) (ñì. [6℄,[7℄).Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå ÿâíîé çàâèñèìîñòè f è g îò t, åñòåñòâåííî èçó÷àòü ñåìåé-ñòâî óðàâíåíèé âèäà (0.1), ïîðîæäåííîå âñåìè ïîëîæèòåëüíûìè ñäâèãàìè ýòîãîóðàâíåíèÿ, à òàêæå èõ ïðåäåëàìè â ñîîòâåòñòâóþùåé òîïîëîãèè(ñì. x6�x8). Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ïðèòÿãèâàåò ïðè t ! +1 âñå îãðàíè-÷åííûå ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé óêàçàííîãî âûøå ñåìåéñòâà. Êðîìå òîãî, òàêæå êàê è îáû÷íûé àòòðàêòîð, òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ñòðîãî èíâàðèàíòåí îò-íîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g è ïîðîæäàåòñÿ âñåìè îãðàíè÷åííûìè ïðèt 2 R òðàåêòîðèÿìè ýòîé ïîëóãðóïïû.Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ àá-ñòðàêòíîé ñõåìîé ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà, êðàòêî èçëîæåíû â x6.Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ (0.1), ñâÿçàííûé ñ ïî-ñòðîåíèåì àòòðàêòîðà ïîëóãðóïïû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, ðàçâèò â ðà-áîòå [3℄.Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ðÿä ïðèëîæåíèé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà î ñóùåñòâîâàíèèòðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà óðàâíåíèÿ (0.1) (òåîðåìû 7.3). Â ÷àñòíîñòè, èññëåäî-âàí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííûõ ïðè t 2 R ðåøåíèé (0.1) â ñëó÷àå,êîãäà f è g çàäàíû íà âñåé îñè (ñì. òåîðåìû 8.4 è 10.4). Ýòîò âîïðîñ âåñüìàâàæåí ïðè èçó÷åíèè ðåøåíèé òèïà áåãóùåé âîëíû ñîîòâåòñòâóþùåãî (0.1) ïà-ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.Êðîìå òîãî, èçó÷åí âîïðîñ î ñòàáèëèçàöèè ïðè t ! 1 ðåøåíèé óðàâíå-íèÿ (0.1) â ñëó÷àå, åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü íåëèíåéíîé �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ïîòåí-öèàëüíîé (òåîðåìû 9.2 è 10.3). �àññìîòðåíû òàêæå íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè2



âîçìóùåíèé òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà (ñì. òåîðåìó 9.1).Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî âòîðàÿ ãëàâà íàñòîÿùåé ðàáîòûçàðîäèëàñü âî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ îäíîãî èç àâòîðîâ â Àâòîíîìíîì óíèâåðñè-òåòå ã. Áàðñåëîíû. Ïðè ýòîì âåñüìà ïîëåçíûìè îêàçàëèñü ìíîãî÷èñëåííûåîáñóæäåíèÿ ñ ïðî�åññîðàìè X. Mora è J. Sola-Morales êðóãà âîïðîñîâ, ñâÿçàí-íûõ ñ ñîäåðæàíèåì íàñòîÿùåé ñòàòüè. Àâòîðû âûðàæàþò èì ñâîþ èñêðåííþþïðèçíàòåëüíîñòü.�ëàâà 1. Àïðèîðíûå îöåíêè è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé.Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíîé ýëëèïòè÷å-ñêîé ñèñòåìû (0.1) è âûâîäó îöåíêè (0:20). Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è(0.1) ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ u, èìåþùàÿ êîíå÷íóþ íîðìó (0.2) è óäîâëåòâîðÿþ-ùàÿ óðàâíåíèþ (0.1), ïîíèìàåìîìó êàê ðàâåíñòâî â Lp. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî�óíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó [H2;p(
t)℄k, 8t � 0 è óäîâëåòâîðÿþ-ùèõ óñëîâèþ (0.2), îáîçíà÷èì ÷åðåç F a+ = F a+(p).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî g ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó �Llo
p (R+ ; Lp(!)�k äëÿ íåêî-òîðîãî p > n+ 1 è èìååò êîíå÷íóþ íîðìó(0.3) jgja = supt2R+ jjg;
tjjLp <1 , ãäå 
t = [t; t+ 1℄� !Íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:(0.4) 8><>: 1) f 2 C(Rk � R+ ;Rk )2) f(u; t) : u � C(�1 + juj2+") ; " > 0 ; C > 03) jf(u; t)j � Q(juj), ãäå Q : R+ ! R+ ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿÇäåñü è äàëåå ÷åðåç u : v îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rk .Çàìå÷àíèå. Ïóíêò 2) óñëîâèé (0.4) ìîæåò áûòü îñëàáëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:20) f(u; t) : u � �C, îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàëîæèòü íåêîòîðûåäîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ìàòðèöó 
 .Íà÷àëüíîå óñëîâèå u0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì ïðîñòðàíñòâó(0.5) V0 = hH2� 1p ; p(!) \H01;p(!)ik (u0 2 V0) (ñì. [8℄)Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Teoðeìa 1. 1) Çàäà÷à (0.1) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå F a+ .2) Ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.1) äîïóñêàåò îöåíêó(0.6) jju;
tjj2;p � Q1(jju0jjV0)e��t +Q1(jgja)Çäåñü Q1 : R+ ! R+ � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ, � > 0 .Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ (0.6) îöåíêà â ñëó÷àå p = 2 ñîäåðæèòñÿ â ëþáåçíîïðåäîñòàâëåííîé àâòîðàì ðóêîïèñè ïðî�åññîðà J. Sola-Morales.Îöåíêà (0.6) áóäåò èñïîëüçîâàíà â ãëàâå 2 äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãîàòòðàêòîðà çàäà÷è (0.1).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ðå-çóëüòàòîâ, êîòîðûå èçëîæåíû â xx1�3. 3



Ïàðàãðà� 1 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ îáûêíîâåííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿ-åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (0.1) ïðè n = 0, k = 1, f = 0.Â ïàðàãðà�å 2, íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ x1, ïîëó÷åíà îöåíêà (0.6) äëÿ ðå-øåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (0.1) (Ñëó÷àé k = 1, f = 0).Â ïàðàãðà�å 3 äîêàçàíû òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ëè-íåéíîãî óðàâíåíèÿ èç x2, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ïðàâûì ÷àñòÿì g(t; x).Â ïàðàãðà�å 4, íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ x2 è x3, ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà(0.6) â îáùåì ñëó÷àå.�àçðåøèìîñòü çàäà÷è (0.1) äîêàçàíà íà îñíîâàíèè îöåíêè (0.6) â x5.�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïàðàãðà�àõ 1�3 ïðåäñòàâëÿþò íåêîòîðûé ñàìî-ñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.Òàê êàê â äàííîé ðàáîòå íàñ íå èíòåðåñóþò ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíê-öèè Q1 â îöåíêå (0.6), òî âñþäó â äàëüíåéøåì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå,âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû ìîãóò îáîçíà÷àòüñÿ îäèíàêîâûìè ñèìâî-ëàìè. x1. Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî óðàâíåíèÿÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:(1.1) ( y00(t) + 2
y0(t)� �2y(t) = h(t)y(0) = y0 ; 
 2 R ; � > 0 ; t � 0Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîh(t) 2 Llo
1 (R+) è jhja = supt2R+ jjhjjL1[t;t+1℄ <1Òåîðåìà 1. Ïóñòü y(t) � îãðàíè÷åííîå ïðè t ! +1 ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).Òîãäà y(t) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó:(1.2) y(t) � jy0je��t + Cjh�ja , ãäå h�(t) = maxf�h(t); 0g ; � > 0Ëåììà 1. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) èìååò âèä:d(t) = � 12� e�
t��jtj ; � =p
2 + �2Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Òàê êàê d(t) 2 L1(R), òî ÷àñòíîå ðåøåíèå çà-äà÷è (1.1), ìîæåò ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ñâåðòêà ñ �óíäàìåíòàëüíûì ðå-øåíèåì: y1(t) = h � d = Z 10 h(s)d(t� s) dsÎñòàëîñü ðåøèòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò,÷òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) â êëàññå îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé çàäà-åòñÿ �îðìóëîé(1.3) y(t) = y0e�(
+�)t + Z 10 h(s)K(t; s) dsÇäåñü K(t; s) = � 12� e�
(t�s) �e��jt�sj � e��(jtj+jsj)�4



Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà K(t; s) � 0, ïîýòîìó(1.4) y(t) � jy0je��t � Z 10 h�(s)K(t; s) ds ; � = 
 + � > 0Îöåíèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà� Z h�(s)K(t; s) ds � 12� �Z t0 e�
(t�s)+�(s�t)h�(t) ds++ Z 1t e�
(t�s)+�(t�s)h�(s) ds+ Z 10 e�
(t�s)��(t+s)h�(s) ds�Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë â ýòîì íåðàâåíñòâå. (Îñòàëüíûå äâà îöåíèâàþòñÿàíàëîãè÷íî). Ïóñòü N < t � N + 1. ÒîãäàZ t0 e�
(t�s)+�(s�t)h�(s) ds = e(�
��)t Z t0 e(
+�)sh�(s) ds � e�(�+
)N�� NXn=0 Z n+1n e(�+
)sh�(s) ds � e�(�+
)N NXn=0 e(�+
)(n+1)jh�ja � C1jh�jaÈòàê,(1.5) � Z 10 h�(s)K(t; s) ds � C2jh�jaÎöåíêà (1.2) ñëåäóåò òåïåðü èç �îðìóëû (1.4). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. ��àññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå âèäà (1.1) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0;M ℄.Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå(1.6) ( y00(t) + 2
y0(t)� �2y(t) = h(t)y(0) = y0 ; y(M) = y1èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé îöåíêå:(1.7) y(t) � C �jy0je��t + jy1je��(M�t)�+ Cjh�jaÊîíñòàíòû C > 0 è � > 0 â �îðìóëå (1.7) íå çàâèñÿò îò M .Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ �ðèíà çàäà÷è (1.6) èìååò âèä:G(t; s) = � e�
(t�s)� sh �M � sh �t sh �(M � s) ; t < ssh �s sh �(M � t) ; t � sÄîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå y(t) óðàâíå-íèÿ (1.6) çàäàåòñÿ �îðìóëîé(1.8) y(t) = y0e�
t sh �(M � t)sh �M + y1e
(M�t) sh �tsh �M + Z M0 h(s)G(t; s) dsÎ÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ðàâåíñòâà (1.8) ðàâíîìåðíî îöåíèâàþòñÿñâåðõó ÷åðåç C(jy0je��t + jy1je��(M�t)), ãäå � = minf� + 
; �� 
g > 0. Îöåíèì5



òðåòüå ñëàãàåìîå. Òàê êàê G(t; s) � 0, òîZ M0 h(s)G(t; s) ds � � Z M0 h�(s)G(t; s) dsÄàëåå,� Z M0 h�(s)G(t; s) ds = e�
t� sh �M hsh �(M � t) Z t0 h�(s)e
s sh �s ds++sh �t Z Mt h�(s)e
s sh �(M � s) dsiÎöåíèâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñû ñîîòâåòñòâóþùèìè ýêñïîíåíòàìè è, äàëååðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþîöåíêó � Z M0 h�(s)G(t; s) ds � C1jh�jaÒåîðåìà 2 äîêàçàíà. �x2. Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðåí ñëåäóþùèé ñêàëÿðíûé ñëó÷àé (k = 1) óðàâ-íåíèÿ (0.1) ñ f � 0 :(2.1) ( �2t u+ 2
�tu+�u = g(t)ujt=0 = u0 ; uj�! = 0â ïîëóöèëèíäðå 
+ . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî u0 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó V0 , àïîêàçàòåëü p óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 2 � p < 1 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå,÷òî �óíêöèÿ g(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Llo
p (R+ ; Lp(!)) è èìååò êîíå÷íóþíîðìó jgja <1 (ñì. (0.3)).Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1) ïîäðàçóìåâàåòñÿ �óíêöèÿ u 2 F+a , óäîâëåòâî-ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2.1) â ñìûñëå ðàâåíñòâà â Lp(
t), 8t � 0 .Òåîðåìà 1. Ïóñòü u � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1). Òîãäà(2.2) jju;
tjj2;p � C(jju0jjV0e��t + jgja) ; C;� > 0Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïðîâåäåíî â íåñêîëüêî øàãîâ. Â êà÷å-ñòâå ïåðâîãî øàãà ïîëó÷èì îöåíêó âèäà (2.2) äëÿ �óíêöèèy(t) = Z! ju(t)jp dx = jju(t)jjp0;p = jju(t)ju(t)j p�22 jj2Çäåñü è íèæå (u; v) = R! uv dx � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(!) , jjujjl;p �íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Hl;p(!) , jjujj = jjujj0;2 .Ëåììà 1. Îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå y0(t) è y00(t) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñò-âó Llo
1 (R+) è âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:(2.3) ( y0(t) = p(�tu; ujujp�2)y00(t) = p(�2t u; ujujp�2) + p(p� 1)jj�tujuj p�22 jj2Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà �åëüäåðà, òåîðåìû Ôó-áèíè, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé.6



Ëåììà 2. Âñÿêîå ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (2.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó(2.4) jju(t)jj0;p � C(jju0jj0;pe��t + jgja) ; Ñ; � > 0Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèâ óðàâíåíèå (2.1) ñêàëÿðíî íà ujujp�2, ïîëó÷èì(2.5) (�2t u; ujujp�2)� 4(p� 1)p2 jjujuj p�22 jj21;2 = (g; ujujp�2)� 2
(�tu; ujujp�2)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (2.3) â óðàâíåíèå (2.5), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:y00(t) + 2
y0(t)� �2y(t) = h(t) , ãäå(2.6)h(t) = 4(p� 1)p jjujuj p�22 jj21;2 � �2y(t) + p(p� 1)jj�tujuj p�22 jj2 + p(g; ujujp�2)Çäåñü � > 0 íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà ïîçäíåå. Îöåíèìñíèçó h(t) . Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó �åëüäåðà (1=p+ 1=p0 = 1)(2:60) j(g; ujujp�2)j � jjgjj0;pjjujujp�2jj0;p0 = jjgjj0;pjjujjp�10;p �� C"jjgjjp0;p + "jjujjp0;p = C"jjgjjp0;p + "y(t)Âûáåðåì � è " ñòîëü ìàëûìè, ÷òîáû4(p� 1)p jjujuj p�22 jj21;2 � (p"+ �2)jjujuj p�22 jj2 � 0Òîãäà(2.7) h(t) � �C1jjgjjp0;p èëè h�(t) � C2jjg(t)jjp0;pÏðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (2.6) îöåíêó (1.2), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (2.4). �Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà ïîëó÷èì îöåíêó íîðìû �óíêöèè u(t; x) ïî öè-ëèíäðó 
t â ïðîñòðàíñòâàõ H1;2 è Lp+Æ äëÿ íåêîòîðîãî Æ > 0. Îáîçíà÷èì:
t;s = [t; s℄� ! , jju;
t;sjjl;p = jjujjHl;p(
t;s) . Òîãäà 
t = 
t;t+1 .Ëåììà 3. Âñÿêîå ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (2.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàìjju;
T jj1;2 � C� �jju0jjV0e��T + jgja�+ ��(1� T )jju;
0jj2;p(2.8) jju;
T jj0;p+Æ � C� �jju0jjV0e��T + jgja�+ ��(1� T )jju;
0jj2;p(2.9)Çäåñü T � 0 ; 0 < Æ � 2pn�1 ; � > 0 ; �(z) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ íóëþïðè z � 0 è åäèíèöå ïðè z > 0 , à êîíñòàíòà � > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíà ñêîëüóãîäíî ìàëîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.1) ñêàëÿðíî â ïðîñòðàíñòâå L2(!)íà �ujujl , ãäå l � 0 , � � ñðåçàþùàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå íàîòðåçêå [T; T + 1℄ è íóëþ âíå îòðåçêà [T � 1; T + 2℄ . Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå(2.10) � (l+ 1)��jj�tujujl=2jj2 + 4(l+ 2)2 jjujujl=2jj21;2�++ �t(�tu�ujujl; 1)� 1l+ 2�t(�0(jujl+2; 1) + 1l + 2�00(jujl+2; 1)++ 1l+ 2�t(2
�(u; ujujl))� 2
�0l + 2(u; ujujl) = (�ujujl; g)7



Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî T � 1 . Òîãäà, îöåíèâ ïðàâóþ ÷àñòü (2.10) òàê æå,êàê è â �îðìóëå (2:60), è, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî îòðåçêó [T � 1; T + 2℄ , ïîëó÷èì(2:110) jjujujl=2; 
T jj21;2 � C1 �jju;
T�1;T+2jjl+20;l+2 + jgjl+2a �Ïóñòü òåïåðü T < 1 , òîãäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (2.10) ïî îòðåçêó [0; T + 2℄â íåðàâåíñòâå (2:110) ïîÿâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî âýòîì ñëó÷àå �(0)u(0) 6= 0. ×ëåíû, íå ñîäåðæàùèå �tu(0), ëåãêî îöåíèâàþòñÿ÷åðåç jju(0)jjl+20;l+2 � C2jju0jjl+2V0 . Îñòàåòñÿ îöåíèòü ÷ëåí, ñîäåðæàùèé �tu(0) .�(�tu; ujujl)jt=0 � C3jj�tu(0)jj0;l+2jju(0)jjl+10;l+2 � �jju;
0jjl+22;p + C� jju0jjl+2V0Òàêèì îáðàçîì, êàê â ñëó÷àå T � 1 , òàê è â ñëó÷àå T < 1 , ïîëó÷àåì îöåíêó(2.11) jjujujl=2; 
T jj21;2 � C1 �jju;
T�1;T+2jjl+20;l+2 + jgjl+2a �++ �(1� T )(C� jju0jjl+2V0 + �jju;
0jjl+22;p )Çäåñü è äàëåå ïîä 
T�1;T+2 ïðè T < 1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ 
0;T+2 .�àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè íåðàâåíñòâà (2.11).1. Ïóñòü l = 0 . Òîãäà, èñïîëüçóÿ î÷åâèäíóþ îöåíêó(2:1100) jju;
T�1;T+2jj � C4jju;
T�1;T+2jj0;p � C5 supt2[T�1;T+2℄ jju(t)jj0;pè íåðàâåíñòâî (2.4), ïîëó÷àåì èç (2.11) îöåíêó (2.8).2. Ïóñòü l = p� 2 . Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà [9℄,(2.12) jjujjp0;qp � C(jjujuj p�22 jj21;2 + jjujuj p�22 jj2) ; q = 1 + 2n� 1Ïóñòü 0 < Æ � 2pn�1 . Òîãäà, èç ïîñëåäíåé �îðìóëû è îöåíêè (2.11), ïîëó÷èì(2.13)jju;
T jj0;p+Æ � C0 (jju;
T�1;T+2jj0;p + jgja + �(1� T )(C� jju0jjV0 + �jju;
0jj2;p))Ïîäñòàâèâ îöåíêè (2:1100) è (2.4) â (2.13), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (2.9). �Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ðåãóëÿðíîñòüþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïðî-ñòðàíñòâàõ Lp .Ëåììà 4. Ïóñòü p0 � p . Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (2.1) óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâó(2.14.) jju;
T jj2;p0 � C (jju;
T�1;T+2jj1;p0 + jgja + �(1� T )jju0jjV0) ; C > 0Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì (2.1) íà ñðåçàþùóþ �óíêöèþ �(t) (òàêóþ æå êàêè ðàíåå) è ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:(2:140) ( �2t (�u) +�(�u) = g1g1 = �g + 2�0�tu� 2
��tu+ �00uÏðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî T � 1 . Òîãäà �uj�
T�1;T+2 = 0 . Ïðèìåíÿÿ ê (2:140)òåîðåìó î Lp0 ðåãóëÿðíîñòè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ñì. [8℄), ïîëó÷èìjju;
T jj2;p0 � jj�u;
T�1;T+2jj2;p0 � C1jjg1; 
T�1;T+2jj0;p0Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè g1 ñëåäóåò îöåíêàjjg1; 
T�1;T+2jj0;p0 � C2(jju;
T�1;T+2jj1;p0 + jgja)8



Òàêèì îáðàçîì, ïðè T � 1 íåðàâåíñòâî (2.14) äîêàçàíî. Ïóñòü òåïåðü T < 1 .Òîãäà �ujt=0 6= 0 è ïîýòîìó òåîðåìà î Lp0 ðåãóëÿðíîñòè ïðèìåò âèä (ñì. [9℄):jju;
T ℄jj2;p0 � C3(jjg1; 
T�1;T+2jj0;p0 + jju0jjV0)�àññóæäàÿ äàëåå òàê æå, êàê è â ñëó÷àå T � 1 ïîëó÷èì îöåíêó (2.14). �Äëÿ îöåíêè jjujj1;p0 âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì �àëüÿðäî�Íèðåíáåðãà â ñëå-äóþùåé �îðìå (ñì. [9℄)Òåîðåìà (�àëüÿðäî - Íèðåíáåðã). Ïóñòü u 2 Hl1;p1 \Hl2;p2 ; 1 < p1; p2 < 1 ;�1 < l1; l2 <1 ; l = l1� + (1� �)l2 ; 1p = �p1 + 1��p2 ; � 2 [0; 1℄ . Òîãäàjjujjl;p � Cjjujj�l1;p1 jjujj1��l2;p2Ñëåäñòâèå. Ïóñòü l1 = 0 , l2 = 2 , � = 1=2 , p1 = p + Æ , p2 = p0 . Òîãäàíåðàâåíñòâî �àëüÿðäî�Íèðåíáåðãà ïðèìåò âèä:(2.15) jjujj1;m � Cjjujj1=20;p+Æjjujj1=22;p0Ïîêàçàòåëü m â îöåíêå (2.15) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå(2.16) m = m(p0) = p0 2(p+ Æ)p+ Æ + p0 � p0(1 + 1n ) ïðè p0 � p ; Æ = 2pn� 1Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(t) çàäà÷è (2.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêàjju;
T jj2;p � C (jju;
T�K;T+K+1jj0;p+Æ + jju;
T�K;T+K+1jj1;2+(2.17) +jgja + �(K � T )jju0jjV0)Çäåñü 0 < K � h ln p=2ln(1+1=n)i+ 2 , C > 0 , ãäå [x℄ îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé pk ïî ñëåäóþùåìóïðàâèëó p0 = 2 , pk+1 = minfp;m(pk)g , ãäå �óíêöèÿ m îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì(2.16), êîòîðîå ãàðàíòèðóåò òàêæå, ÷òî pK�1 = p . Èñïîëüçîâàâ îöåíêè (2.14) è(2.15), ïîëó÷èì(2.18) jju;
T jj1;pk+1 � C1jju;
T jj1=22;pk jju;
T jj1=20;p+Æ �� C2(jju;
T�1;T+2jj1;pk + �(1� T )jju0jjV0 + jgja + jju;
T jj0;p+Æ)Èòåðèðóÿ íåðàâåíñòâî (2.18) L = K � 1 ðàç, ïîëó÷àåì îöåíêójju;
T jj1;p � C3 (jju;
T�L;T+L+1jj0;p+Æ + jju;
T�L;T+L+1jj1;2++jgja + �(L� T )jju0jjV0)Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò òåïåðü èç íåðàâåíñòâà (2.14) 
 p0 = p . �Çàìå÷àíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü êîíñòàíòó K â íåðà-âåíñòâå (2.17) ðàâíîé åäèíèöå (�îðìàëüíî, äëÿ ýòîãî íóæíî áûëî âûáðàòüñðåçàþùóþ �óíêöèþ � ðàâíîé íóëþ âíå îòðåçêà [T � 1=K; T + 1 + 1=K℄):(2.20)jju;
T jj2;p � C0 (jju;
T�1;T+2jj0;p+Æ + jju;
T�1;T+2jj1;2 + jgja + �(1� T )jju0jjV0)Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî T = 0 .Òîãäà, ïîäñòàâèâ â (2.20) îöåíêè (2.8) è (2.9), ïîëó÷èìjju;
0jj2;p � C1(jju0jjV0 + jgja) + C2�jju;
0jj2;p9



Âûáèðàÿ êîíñòàíòó � < 1=(2Ñ2) , ïîëó÷àåì(2:200) jju;
0jj2;p � C3(jju0jjV0 + jgja)Ïóñòü òåïåðü T > 0 . Âíîâü ïîäñòàâèâ îöåíêè (2.8) è (2.9) â íåðàâåíñòâî (2.20),ó÷èòûâàÿ (2:200), ïîëó÷èì îöåíêó (2.2). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ îãðàíè÷åííîãî öèëèíäðà.Òåîðåìà 2. Ïóñòü u � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå(2.21) ( �2t u+ 2
�tu+�u = g(t)ujt=0 = u0 ; ujt=M = u1Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ðàâíîìåðíàÿ ïî Ì îöåíêà:(2.22) jju;
T jj2;p � C(jju0jjV0e��T + jju1jjV0e��(M�T ) + jgja) ; C;� > 0Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå,òîëüêî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2 âìåñòî îöåíêè (1.2) íåîáõîäèìî âîñïîëüçî-âàòüñÿ îöåíêîé (1.7), à â äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 3 è 4 îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó-÷àè T 2 [0; 1) ; T 2 [1;M � 1℄ è T 2 (M � 1;M ℄ .Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå p > n+12 . Òîãäà ðåøåíèÿ çàäà÷ (2.1)è (2.21) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Cb(
+) è óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì(2.23) ju(t; x)j � C(jju0jjV0e��t + jgja) ; C;� > 0è(2.24) ju(t; x)j � C(jju0jjV0e��t + jju1jjV0e��(M�t) + jgja) ; C;� > 0ñîîòâåòñòâåííî.Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ ðàíåå îöåíîê è òåîðåìûâëîæåíèÿ H2;p(
T ) � C(
T ) .Òåîðåìà 3. Çàäà÷è (2.1) è (2.21) ðàçðåøèìû â ïðîñòðàíñòâå F+a è óäîâëåòâî-ðÿþò íåðàâåíñòâàì (2.23) è (2.24) ñîîòâåòñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîìíà îñíîâå àïðèîðíûõ îöåíîê (2.23), (2.24) è ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè. (Âû-âîä ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èç ýòèõ îöåíîê áóäåò ïðèâåäåí â x5 â áîëåå îáùåéñèòóàöèè).x3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèéëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû äîêàæåì ïðèìåíèìîñòü ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ê îãðà-íè÷åííûì îáîáùåííûì ðåøåíèÿì çàäà÷ (2.1) è (2.21). Íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿóðàâíåíèÿ (2.21) â îãðàíè÷åííîì öèëèíäðå 
M = 
0;M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð(Lu = �2t u+ 2
�tu+�u� Puuj�
M = 0 ; P 2 R10



Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîu; v 2 H1;2(
M ) ; u� v 2 H01;2(
M ) ; �1 + P > 0Çäåñü �1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïóñòü òàêæåLu � Lv (òî åñòü Z M0 (Lu� Lv;  ) dt � 0 8 2 H01;2(
M )  � 0 ï.â.)Òîãäà u � v ï.â.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = u � v, òîãäà ïî óñëîâèþ òåîðåìû Lw � 0 ï.â.Óìíîæèì, ñëåäóÿ [10℄, íåðàâåíñòâî Lw � 0 ñêàëÿðíî íà w+ = maxfw; 0g. Òàêêàê w = w+ � w� è (rw+;rw�) = 0, (w+; w�) = 0, òî�jjw+jj21;2 � P jjw+jj20;2 � 0Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, ïîëó÷èì(�1 + P )jjw+jj20;2 � 0Òàê êàê �1 + P > 0, òî jjw+jj = 0 . Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ujt=0 = vjt=0 ; u; vj�! = 0 ; u; v 2 H2;p(
M ) , p > n+12è L0u � L0v, ãäå ÷åðåç L0 îáîçíà÷åí îïåðàòîð L ïðè P = 0 . Òîãäà(3.1) u(t; x)� v(t; x) � Cjju(M)� v(M)jjV0e��(M�t) ; C;� > 0Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = u� v. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó(3.2) ( �2tw1 + 2
�tw1 +�w1 = 0w1jt=0 = 0 ; w1jt=M = wjt=MÑîãëàñíî (2.24), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) äîïóñêàåò ðàâíîìåðíóþ ïîM îöåíêów1(t; x) � Cjju(M)� v(M)jjV0e��(M�t)Òàê êàê Lw � 0 è Lw1 = 0 òî, ïî òåîðåìå 1, w � w1 . Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî. �Ïåðåéäåì òåïåðü ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ýòîãî ïàðàãðà�à.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ui 2 F+a = F+a (p), p > n+12 , i = 1; 2 � ðåøåíèÿ çàäà÷(3.3) ( �2t ui + 2
�tui +�ui = gi(t)uijt=0 = u0Ïóñòü, êðîìå òîãî, g1(t; x) � g2(t; x) ï.â.Òîãäà, âñþäó â 
+(3.4) u1(t; x) � u2(t; x)Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèè u1 è u2 êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.3) âîáëàñòè 
M . Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, �óíêöèè u1 è u2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-ñòâó(3.5) u1(t; x)� u2(t; x) � Cjju1(M)� u2(M)jjV0e��(M�t)Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (3.5) ê ïðåäåëó ïðèM !1 è, ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òîjju1(M)� u2(M)jjV0 îãðàíè÷åíà, ïîëó÷àåì îöåíêó (3.4). �11



x4. Íåëèíåéíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Àïðèîðíûå îöåíêè.Ýòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé íåëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîéñèñòåìû (0.1). Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû âíîâü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî p > n+ 1 .Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1). Òîãäà(4.1) ju(t; x)j � C(jju0jjV0e��t + 1 + jgja)Êîíñòàíòû C;� > 0 íå çàâèñÿò îò u, à ÷åðåç j�j îáîçíà÷åíà íîðìà â ïðîñòðàíñòâåRk .Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì �óíêöèþ(4.2) w = au : uÒîãäà, òàê êàê ìàòðèöà a ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé, òî�tw = 2a�tu : u ; �2tw = 2a�tu : �tu+ 2a�2t u : u�w = 2a�u : u+ 2aru :ruÓìíîæèâ óðàâíåíèå (0.1) íà u(t; x) (áåç èíòåãðèðîâàíèÿ!), ïîñëå íåñëîæíûõïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì �2tw +�w = hu(t; x) , ãäå(4.3) hu(t; x) = 2a�tu : �tu+ 2aru :ru� 
�tu : u+ f(u; t) : u+ g(t) : uÎöåíèì ñíèçó �óíêöèþ hu(t; x), ïîëüçóÿñü ïîëîæèòåëüíîñòüþ ìàòðèöû a,(4.4) hu(t; x) � C1j�tuj2 + C1jruj2 � 12C1j�tuj2�� C2juj2 + C(�1 + juj2+")� 1=2jg(t; x)j2� 1=2juj2Î÷åâèäíî, ÷òî Cjuj2+" � (C2 + 1=2)juj2 � �C3Ñëåäîâàòåëüíî,(4.5) hu(t; x) � h(t; x) � �C4(1 + jg(t; x)j2)�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå(4.6) ( �2tw1 +�w1 = h(t; x)w1jt=0 = wjt=0Òàê êàê p > n+1, òî h 2 Lp1 , ïðè p1 = p=2 > (n+1)=2, ïîýòîìó ê çàäà÷å (4.6),(4.5) ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà (òåîðåìà 3.2), ñîãëàñíî êîòîðîìów(t; x) � w1(t; x)Íî w1(x; t) îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó, ñîãëàñíî íåðà-âåíñòâó (2.23), ñïðàâåäëèâà îöåíêàjw1(t; x)j � C0(jju0jj2V0e�2�t + 1 + jgj2a) ; � > 0Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âèäà (0.1) âîãðàíè÷åííîì öèëèíäðå 
M = [0;M ℄� ! .12



Òåîðåìà 2. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è:(4.7) ( a(�2t u+�u) + 
�tu� f(u; t) = g(t)ujt=0 = u0 ; ujt=M = u1 ; uj�! = 0Òîãäà(4.8) ju(t; x)j � C(jju0jjV0e��t + jju1jjV0e��(M�t)) + jgja)Êîíñòàíòû C è � > 0 â ïîñëåäíåé �îðìóëå íå çàâèñÿò îò M .Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå,òîëüêî âìåñòî îöåíêè (2.23) íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé (2.24).Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêè íîðìû u â ïðîñòðàíñòâå H2;p(
T ).Òåîðåìà 3. 1. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1). Òîãäà(4.9) jju;
T jj2;p � Q(jju0jjV0)e��T +Q(jgja)2. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (4.7). Òîãäà(4.10) jju;
T jj2;p � Q1(jju0jjV0 ; jju1jjV0)(e��T + e��(M�T )) +Q(jgja)Çäåñü Q è Q1 � íåêîòîðûå ìîíîòîííûå �óíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò M .Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îöåíêó (4.9). (Îöåíêà (4.10) äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-ãè÷íî). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû:Ëåììà 1. Ïóñòü Q : R+ ! R+ � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, L1; L2 2 R+ , � > 0 ,T 2 R+ . Òîãäà(4.11) Q(L1 + L2e��T ) � Q1(L1) +Q1(L2)e��TÇäåñü Q1 : R+ ! R+ íåêîòîðàÿ íîâàÿ ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî.Q(L1 + L2e��T )�Q(L1) = Z 10 Q0(L1 + sL2e��T )L2e��T ds � Q(L1; L2)e��TÇäåñü Q(L1; L2) = L2 sups2[0;1℄ jQ(L1 + sL2)j . Ôóíêöèþ Q(L1; L2) îöåíèì ñëå-äóþùèì îáðàçîì:Q(L1; L2) � Q�(L21 + L22) � Q�(2L21) +Q�(2L22) � Q1�(L1) +Q1�(L2) , ãäåQ�(r) = supfjQ(L1; L2)j : L21 + L22 � rg ; Q1�(r) = Q�(2r2)Èòàê, Q(L1 + L2e��T ) � (Q+Q1�)(L1) + (Q+Q1�)(L2)e��TËåììà 1 äîêàçàíà. �Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1). Òîãäà(4.12) jjf(u; t); 
T jj0;p � Q1(jju0jjV0)e��T +Q1(jgja)Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ (0.4)(4.13) jjf(u; t); 
T jj0;p � C1Q(jju;
T jj0;1) ; C1 > 0Ïîäñòàâèâ â (4.13) îöåíêó (4.1) è, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (4.11), ïî-ëó÷èì îöåíêó (4.12). 13



Ëåììà 2. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (0.1). Òîãäà, 8� > 0 ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ îöåíêà:(4.14) jju;
T jj1;2 � C�(jju0jjV0e��T + 1 + jgja) + ��(1� T )jju;
0jj2;pÄîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî T � 1 . (Ñëó÷àé T < 1ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3). Óìíî-æèâ (0.1) íà u(x; t), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì (ñì. (4.3), (4.4))(4.15) j�tuj2 + jruj2 � Ñ(�2tw +�w) + C(1 + jgj2)Óìíîæèâ (4.15) íà ñðåçàþùóþ �óíêöèþ � (òàêóþ æå êàê è â ëåììå 2.3), èïðîèíòåãðèðîâàâ ïî öèëèíäðó 
T�1;T+2 , ïîëó÷èì(4.16) jju;
T jj1;2 � C1(jju;
T�1;T+2jj0;2 + 1 + jgja)Ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (4.16) áûëà èñïîëüçîâàíà î÷åâèäíàÿ îöåíêàZR �[(�2tw; 1) + (�w; 1)℄ dt = ZR �t[�(�tw; 1)� �0(w; 1)℄ + �00(w; 1) dt == ZR �00(w; 1) dt � C2jju;
T�1;T+2jj0;2Ïîäñòàâèâ îöåíêó (4.1) â �îðìóëó (4.16), ïîëó÷èì (4.14). �Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå, èçëîæåííîé â x2äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ëåììû 2.4 è 2.5). Íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f(u; t)íå âíîñèò ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â ýòó ñõåìó. Äåéñòâèòåëüíî, áëàãîäàðÿîöåíêàì (4.12) è (4.14), óðàâíåíèå (0.1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå�2t u+�u = a�1(�
�tu+ f(u; t) + g(t))ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííîé ñõåìû èç ëåììû 2.5. Òåîðåìà 3äîêàçàíà. �x5. Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé.Â ýòîì ïàðàãðà�å, íà îñíîâàíèè àïðèîðíûõ îöåíîê òåîðåìû 4.3, áóäåò äîêà-çàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé çàäà÷è (0.1). �åøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåò ïîëó÷åíîïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì M ! 1 èç ðåøåíèé çàäà÷è (4.7). Ïîýòîìó èññëåäóåìñíà÷àëà çàäà÷ó (4.7).Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (4.7) ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì M > 0 è ëþáûõ u0; u1 2 V0 .Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèâ óðàâíåíèå (4.7). íà ìàòðèöó a�1, ïîëó÷èì(5.1) ( �2t u+�u = a�1 (�
�tu+ f(u; t) + g(t))ujt=0 = u0 ; ujt=M = u1Îïðåäåëèì, ñîãëàñíî îáðàòíîé òåîðåìå î ñëåäàõ (ñì.[9℄), �óíêöèþ v òàê, ÷òîáûvj�
M = uj�
M è v 2 H2;p(
M ). Òîãäà, �óíêöèÿ w = u � v óäîâëåòâîðÿåòñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:(5.2) ( �2tw +�w = a�1 (�
�tw + f(v + w; t) + g1(t))wjt=0 = 0 ; wjt=M = 0Çäåñü g1 = �a(�2t v +�v)� 
�tv + g . 14



Îáîçíà÷èì ÷åðåç A îïåðàòîð, îáðàòíûé ê îïåðàòîðó Ëàïëàñà ïî ïåðåìåí-íûì (t; x) â îáëàñòè 
M è íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà, ñîãëàñíîòåîðåìå î ðåãóëÿðíîñòè (ñì. [8℄),A : [Lp(
M )℄k !W � [H2;p(
M )℄k \ �H01;p(
M )�kÏðèìåíèâ îïåðàòîð A ê îáåèì ÷àñòÿì (5.2), ïîëó÷èìw + F (w) = h � �A(�2t v +�v) , ãäå(5.3) F (w) = �Aa�1(��tw + f(v + w; t) + g � 
�tv)�àññìîòðèì (5.3) êàê óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå W . Äëÿ åãî ðåøåíèÿ âîñïîëü-çóåìñÿ òåîðåìîé Ëåðý�Øàóäåðà â ñëåäóþùåé �îðìóëèðîâêå (ñì. [11℄):Òåîðåìà. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàí-ñòâà W , F : D ! W � êîìïàêòíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü, äàëåå,òî÷êà h 2 D òàêîâà, ÷òî(5.4) w + sF (w) 6= h äëÿ ëþáûõ w 2 �D è s 2 [0; 1℄Òîãäà óðàâíåíèå w + F (w) = hèìååò â D õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.Âûáåðåì â êà÷åñòâå D øàð BR äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà R â ïðîñòðàí-ñòâå W è ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5.4). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:(5:40) w + s0F (w) = h ; s0 2 [0; 1℄äëÿ íåêîòîðîãî w, jjwjjW = R. Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó óðàâíåíèþ îáðàòíûå ïðåîá-ðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî �óíêöèÿ u = v + w óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ( a(�2t u+�u) + s0
�tu� s0f(u; t) = s0g(t)ujt=0 = u0 ; ujt=M = u1Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò âèä (4.7), ïîýòîìó äëÿ åãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâàîöåíêà (4.10), ñîãëàñíî êîòîðîé jjujjW � C(u0; u1). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òîêîíñòàíòà â ïîñëåäíåé �îðìóëå íå çàâèñèò îò s0 2 [0; 1℄ (ñì. (4.4)). Òàê êàê�óíêöèÿ v �èêñèðîâàíà, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî jjwjjW � L,ãäå êîíñòàíòà L íå çàâèñèò îò s0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè R > L ðàâåíñòâî (5:40)íå ìîæåò èìåòü ìåñòà. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (5.4) âûïîë-íåíî. Ïðîâåðèì òåïåðü êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà F . Ïðåäñòàâèì íåëèíåé-íóþ ÷àñòü Aa�1f(v + w; t) îïåðàòîðà F â âèäå êîìïîçèöèè A Æ F2 Æ F1, ãäåF1 : W ! C = C(
M ) � îïåðàòîð âëîæåíèÿ, à îïåðàòîð F2 : C ! C îïðåäåëÿ-åòñÿ �îðìóëîé F2w = a�1f(v + w; t). Òàê êàê �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà, òî îïå-ðàòîð F2 òàêæå íåïðåðûâåí. Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà F1 ñëåäóåò èç òåîðåìûâëîæåíèÿ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà. Ïîýòîìó íåëèíåéíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà F êîìïàêòíàêàê êîìïîçèöèÿ òðåõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ êîìïàêòåí.Êîìïàêòíîñòü ëèíåéíîé ÷àñòè îïåðàòîðà F î÷åâèäíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-ðåìå Ëåðý�Øàóäåðà, çàäà÷à (4.7) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå. �Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è (0.1).15



Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (0.1) èìååò â ïðîñòðàíñòâå F+a õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uÌ(t; x), M 2 N ðåøåíèéçàäà÷è (4.7) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ujt=M = 0 . Òîãäà, ñîãëàñíî íåðàâåí-ñòâó (4.10), jjuM ; 
T jj2;p � C, ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò M è T � 0 .Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H2;p ðå�ëåêñèâíî, òî åäèíè÷íûé øàð â íåì ñëàáîêîìïàêòåí. Âûáåðåì ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíîé ïðîöåäóðû èç uM ïîäïîñëå-äîâàòåëüíîñòü, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè u â ïðîñòðàíñòâàõ[H2;p(! � [0;M ℄)℄k äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî M . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî uåñòü èñêîìîå ðåøåíèå. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèñòåìó âèäà (0.1):(5.6) ( a ��2t u+�u�+ 
�tu� f(u;ru; �tu; x; t) = g(t)ujt=0 = u0Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-âèÿì:(5.7) 8>>><>>>: 1: f = f(u;ru; �tu; x; t) íåïðåðûâíà ïî âñåì àðãóìåíòàì ;2: f : u � �C1 +Ñ2juj2+" ; " > 0 ;3: jf(u;ru; �tu; x; t)j � Q(juj)(1 + jruj+ j�tuj) ;Q :R+ ! R+ � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ.Òåîðåìà 3. Çàäà÷à (5.6) ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå F+a , ïðè÷åì, äëÿ ëþáîãîåå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà (0.6).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò âûêëàäêè, ïðîâå-äåííûå â xx4�5. Äåéñòâèòåëüíî, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 èñïîëüçóåò ëèøüïóíêò 2 óñëîâèé (0.4), êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ïóíêòîì 2 óñëîâèé (5.7), è ïî-ýòîìó ïðîõîäèò áåç èçìåíåíèé äëÿ ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (5.6). Â äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû 4.3 îöåíêà ìîäóëÿ f èñïîëüçóåòñÿ ëèøü ïðè âûâîäå îöåíêè (4.12),êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàìåíèòü ñëåäóþùåé îöåíêîé:jjf;
T jj0;p0 � Q1(jju0jjV0)e��T +Q1(jgja) + Ñjju;
T jj21;p0Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äîáàâëåíèå â îöåíêó (4.12) ñëàãàåìîãî Ñjju;
T jj21;p0 íåïðåïÿòñòâóåò ïðèìåíåíèþ èòåðàöèîííîé ñõåìû, èçëîæåííîé â ëåììå 2.5. Òà-êèì îáðàçîì, àïðèîðíàÿ îöåíêà (0.6) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ ñëó÷àÿ óðàâ-íåíèÿ (5.6). Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (5.6) òàêæå ïðîõîäèò áåçèçìåíåíèé, áëàãîäàðÿ êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H2;p �� C1. �Çàìå÷àíèå. Áîëåå àêêóðàòíûé àíàëèç èòåðàöèîííîé ñõåìû ëåììû 2.5 ïîêà-çûâàåò, ÷òî ïóíêò 3 óñëîâèé (5.7) ìîæåò áûòü îñëàáëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:30: jf(u;ru; �tu; x; t)j � Q(juj)(1 + jrujq + j�tujq) , ãäå q < 2
16



�ëàâà 2. Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð.Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøå-íèé óðàâíåíèÿ (0.1) ïðè t! 1. Òàê êàê åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (0.1),âîîáùå ãîâîðÿ, íåò, òî äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ïîâåäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå òðà-åêòîðíîãî àòòðàêòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ñì. [6℄, [7℄). Öåíòðàëüíóþ ðîëüïðè ïîñòðîåíèè ýòîãî àòòðàêòîðà èãðàåò îöåíêà (0.6), âûâîäó êîòîðîé ïîñâÿ-ùåíà ãëàâà 1.Äëÿ ïðîñòîòû ìû ñíà÷àëà îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óðàâ-íåíèÿ (0.1), êîãäà íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f(u; t) � f(u) íå çàâèñèò îò t:(6.0) ( a(�2t u+�u) + 
�tu� f(u) = g(t)ujt=0 = u0Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1) â îáùåì ñëó÷àåïðèâåäåíû â x10.Â ïàðàãðà�å 6, íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (6.0), êðàòêî èçëàãàåòñÿ àáñòðàêòíàÿñõåìà ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà, óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå åãî ñó-ùåñòâîâàíèå, è òåîðåìû, îïèñûâàþùèå åãî ñòðóêòóðó. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèåýòèõ âîïðîñîâ äàíî â [6℄ è [7℄.Ïàðàãðà� 7 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàê-òîðà íåëèíåéíîé ñèñòåìû (6.0).Â ïàðàãðà�å 8 ïîëó÷åí ðÿä ñëåäñòâèé èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè òðàåê-òîðíîãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû (6.0), äîêàçàííîé â ïàðàãðà�å 7. Â ÷àñòíîñòè,èññëåäîâàí âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (6.0) â öèëèíäðå 
 = R � ! .Ïàðàãðà� 9 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ ñòàáèëèçàöèèðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6.0) ïðè t!1 â ïîòåíöèàëüíîì ñëó÷àå.x6. Àáñòðàêòíàÿ ñõåìà.�àññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî çàäà÷ âèäà (6.0):(6.1) a(�2t u+�u) + 
�tu� f(u) = �(t) ; �(�) 2 �Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a; 
; f(u) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, ñ�îðìóëèðîâàííûìâ íà÷àëå ãëàâû 1, à ñåìåéñòâî ïðàâûõ ÷àñòåé � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîäåéñòâèÿ ïîëóãðóïïû ñäâèãîâ âäîëü îñè t, òî åñòüTs� � � ; s � 0 , ãäå (Ts�)(t) = �(t+ s) t; s 2 R+Êðîìå ýòîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî � � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãîìåòðèçóåìîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà �+, â êà÷åñòâå êîòîðîãî â äàëü-íåéøåì áåðåòñÿ ëèáî ïðîñòðàíñòâî �+1 = �Llo
p (R+ ; Lp(!))�k ëèáî ïðîñòðàíñòâî�+2 = �Llo
;wp (R+ ; Lp(!))�k. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãèÿ â �+1 çàäàåòñÿ ñõîäèìî-ñòüþ â ïðîñòðàíñòâàõ [Lp(
t1;t2)℄kgn ! g â �+1 , åñëè gnj
t1;t2 ! gj
t1;t2 â [Lp(
t1;t2)℄k 8[t1; t2℄ � R+Àíàëîãè÷íî, òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå �+2 çàäàåòñÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ â ïðî-ñòðàíñòâàõ [Lp(
t1;t2)℄kgn ! g â �+2 , åñëè gnj
t1;t2+gj
t1;t2 ñëàáî â [Lp(
t1;t2)℄k 8[t1; t2℄ � R+17



Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíòû � ìíîæåñòâà� áóäåì íàçûâàòü ñèìâîëàìè, à ñàìîìíîæåñòâî � � ïðîñòðàíñòâîì ñèìâîëîâ ñåìåéñòâà (6.1).Çàìå÷àíèå 1. Â ïðèëîæåíèÿõ â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ñèìâîëîâ � ñåìåéñòâàóðàâíåíèé (6.1) îáû÷íî áåðåòñÿ îáîëî÷êà H+(g) òðàíñëÿöèîííî - êîìïàêòíîé�óíêöèè g 2 �+, ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (6.0) (ñì. x8).Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ êàæäîãî � 2 � îáîçíà÷èì ÷åðåç K+� � ìíîæåñòâî ðåøå-íèé óðàâíåíèÿ (6.1), ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó F+a (ñì. ãëàâó 1), ñ ñèìâî-ëîì �, à ÷åðåç K+� � îáúåäèíåíèå K+� ïî âñåì � 2 �(6.3) K+� = [�2�K+� ; K+� � F+aËåììà 1. Ïóñòü � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, ïðèâåäåííûì âûøå. Òîãäà(1) j�ja � C ðàâíîìåðíî ïî � 2 �, ãäå j � ja îïðåäåëåíî â (0.3).(2) K+� 6= ? 8� 2 � .Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (1) ïðèâåäåíî â [7℄. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà (2) ÿâëÿ-åòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 5.2. �Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî fK+� ; � 2 �g ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííîñîãëàñîâàííûì, òî åñòü(6.4) TsK+� � K+Ts� , ãäå (Tsu)(t) = u(t+ s) t; s 2 R+Òàêèì îáðàçîì,(6.5) TsK+� � K+�Ââåäåì åùå îäíî ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî �+, â êà÷åñòâåêîòîðîãî â äàëüíåéøåì áåðåòñÿ ëèáî ïðîñòðàíñòâî �+1 = �H lo
2;p(
+)�k, ëèáîïðîñòðàíñòâî �+1 = hH lo
;w2;p (
+)ik. Êàê è ðàíåå, ñèìâîë 'lo
' îçíà÷àåò, ÷òîòîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ â [H2;p(
t1;t2)℄k 8[t1; t2℄ 2 R+ , à ñèìâîë 'w'îçíà÷àåò, ÷òî ýòà ñõîäèìîñòü ñëàáàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî(6.6) K+� � F+a � �+Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî P � K+� íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì (òî÷íåå,(F+a ; �+)-ïðèòÿãèâàþùèì) ìíîæåñòâîì ïîëóãðóïïû Ts â K+� , åñëè äëÿ ëþáîãîîãðàíè÷åííîãî â F+a ïîäìíîæåñòâà B � K+� è äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè O(P ) âïðîñòðàíñòâå �+ ìíîæåñòâà P ñóùåñòâóåò òàêîå s0 = s0(O(P ); B), ÷òîTsB � O(P ) 8s > s0Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî A � K+� íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîìñåìåéñòâà (6.1), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(1) A � êîìïàêò â �+.(2) A � ñòðîãî èíâàðèàíòíî, òî åñòü TsA = A , s � 0 .(3) A ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì ïîëóãðóïïû fTs ; s � 0g â K+�â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3 .Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíîé òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè òðàåêòîðíîãî àò-òðàêòîðà íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâà îïðåäåëåíèÿ.18



Îïðåäåëåíèå 5. Ñåìåéñòâî fK+� ; � 2 �g íàçîâåì (�+; �)-çàìêíóòûì, åñëèåãî ãðà�èê [�2�(K+� �f�g) çàìêíóò â ïðîñòðàíñòâå �+�� . (Ïðè êîìïàêòíîì� ýòî ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà K+� â �+ 
ì. [7℄).Îïðåäåëåíèå 6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç !(�) � àòòðàêòîð ïîëóãðóïïû fTs ; s � 0g ,äåéñòâóþùåé â êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � .Êàê èçâåñòíî,(6:60) !(�) = Ts�0 hSh�s Th�i�+ (ñì. [12℄, [13℄, [4℄)×åðåç [�℄�+ îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà �+.Òåîðåìà 1 [7℄. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(1) � êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû fTs ; s � 0g:Ts� � �(2) Ñåìåéñòâî fK+� ; � 2 �g òðàíñëÿöèîííî ñîãëàñîâàíî è (�+ ; �)-çàìê-íóòî.(3) Ïðè �èêñèðîâàííîì s ñäâèãè Ts íåïðåðûâíû êàê â ïðîñòðàíñòâå �+,òàê è â ïðîñòðàíñòâå �+ .(4) Ts îáëàäàåò â K+� êîìïàêòíûì ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì.Òîãäà ïîëóãðóïïà fTs; s � 0g îáëàäàåò â K+� òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A � ,ïðè÷åì A � = A !(�)Çäåñü A !(�) � K+!(�) � òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ñåìåéñòâà fK+� ; � 2 !(�)g.Çàìå÷àíèå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèå (1) âûïîëíåíî ïî îïðåäåëå-íèþ �, à óñëîâèå (3) âûïîëíÿåòñÿ áëàãîäàðÿ âûáîðó ïðîñòðàíñòâ �+ è �+.Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü ëèøü (�+; �)-çàìêíóòîñòü è íàëè÷èå êîìïàêò-íîãî ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà. Ýòè óñëîâèÿ áóäóò ïðîâåðåíû â ñëåäóþùåìïàðàãðà�å.Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü àáñòðàêòíóþ òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ ñòðóêòóðó òðà-åêòîðíîãî àòòðàêòîðà A � . Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå íåñêîëüêî îïðåäå-ëåíèé.Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ �(t), t 2 R íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ñèìâîëîì â !(�),åñëè �+�s(t) = �+�(t+ s) 2 !(�) ; 8s 2 R×åðåç �+ çäåñü îáîçíà÷åí îïåðàòîð ñóæåíèÿ �óíêöèè íà ïîëóîñü t � 0 .Teopeìa 2 [7℄. Äëÿ ëþáîãî � 2 !(�) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïîëíûé ñèì-âîë � â !(�), òàêîé ÷òî �+� = � .Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ ñèìâîëîâ â !(�) îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(�).Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêöèþ u(t), t 2 R íàçîâåì ïîëíîé òðàåêòîðèåé ïîëó-ãðóïïû fTs ; s � 0g, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëíîìó ñèìâîëó �(t), t 2 R, åñëè�+us(t) � K+�+�s ; 8s 2 R ; us(t) = u(t+ s)19



Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ òðàåêòîðèé u(t), t 2 R ñ äàííûì ïîëíûì ñèìâîëîì �(t),t 2 R, îãðàíè÷åííûõ â F+a (òî åñòü jj�+us(t)jja � Cu, 8s 2 R) íàçîâåì ÿäðîìïîëíîãî ñèìâîëà � è îáîçíà÷èì ÷åðåç K� .Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÿäðî K� ñî-ñòîèò èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ íà âñåé îñè t 2 R ðåøåíèé óðàâíåíèÿa(�2t u+�u) + 
�tu� f(u) = �(t) t 2 R ; jj�+us(t)jja � Cu ; 8s 2 RÒåîðåìà 3 [7℄. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. ÒîãäàA � = A !(�) = �+ [�2Z(�) K� = �+KZ(�)Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî fK+� ; � 2 �g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(�) BR \K+� 6= ? ; 8� 2 � äëÿ íåêîòîðîãî øàðà BR èç F+aÒîãäà K� 6= ? 8� 2 Z(�).Çàìå÷àíèå 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2 è îöåíêå (0.6) â ñëó÷àå ïîëóãðóïïû Ts,ïîðîæäåííîé óðàâíåíèåì (6.1), óñëîâèå (�) çàâåäîìî âûïîëíåíî.Çàìå÷àíèå 2. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç �, Fa, � áåç èíäåêñà '+' ïðîñòðàí-ñòâà �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âñåé îñè t 2 R, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàí-ñòâàì �+, F+a , �+ ñ çàìåíîé R+ íà R. Íàïðèìåð, �1 = �Llo
p (R; Lp(!))�k.Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ìíîæåñòâa Z(�) è KZ(�) êîìïàêòíû â ïðî-ñòðàíñòâàõ � è � ñîîòâåòñòâåííî.x7 Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð íåëèíåéíîãîýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò ïðîâåðåíà ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé òåîðåìû 6.1 äëÿñåìåéñòâà çàäà÷ (6.1) è, òåì ñàìûì, áóäåò óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òðàåê-òîðíîãî àòòðàêòîðà ñåìåéñòâà (6.1).Òåîðåìà 1. Ñåìåéñòâî fK+� ; � 2 �g, ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâó óðàâíå-íèé (6.1) (�+; �) - çàìêíóòî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü un 2 K+�n , un ! u â �+, �n ! � â �+. Äîêàæåì,÷òî u 2 K+� . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà K+�n �óíêöèè un(t) ÿâëÿþòñÿîãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé(7.1) ( a(�2t un +�un) + 
�tun � f(un) = �n(t)unjt=0 = u0n ; un 2 V0Òàê êàê un ! u â �+, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un(t) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû âïðîñòðàíñòâå [H2;p([0; 1℄� !)℄k, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ñëåäàõ, u0n ðàâíî-ìåðíî îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå V0. Ñîãëàñíî ëåììå 6.1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�n ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî íîðìå j�ja . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî îöåíêå (0.6), ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü un ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå F+a . Èòàê, u 2 F+a .Ïî÷ëåííûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â óðàâíåíèè (7.1) ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òîu 2 K+� . Teopeìa 1 äîêàçàíà. � 20



Òåîðåìà 2. Ïîëóãðóïïà fTs ; s � 0g, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåìåéñòâó (6.1), îáëà-äàåò â K+� êîìïàêòíûì ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì P . Â êà÷åñòâå P ìîæíîâçÿòü ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:P = Ts(BR \K+�) ; s > 0Çäåñü BR � øàð äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà â ïðîñòðàíñòâå F+a .Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îöåíêè (0.6) è ëåììû 6.1 ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿ ïðè-òÿãèâàþùèì (è äàæå ïîãëîùàþùèì). Äîêàæåì åãî êîìïàêòíîñòü. Â ñëó-÷àå âûáîðà ñëàáîé òîïîëîãèè (�+ = �+2 , �+ = �+2 ) ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿêîìïàêòíûì ââèäó åãî îãðàíè÷åííîñòè â F+a . �àññìîòðèì ñëó÷àé �+ = �+1 ,�+ = �+1 . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s > 1. Ïóñòü çà-äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un 2 BR \ K+� . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äî-ñòàòî÷íî âûäåëèòü èç un ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â ïðîñòðàíñòâå[H2;p(
T )℄k ïðè ïðîèçâîëüíîì T � s. Óìíîæèì óðàâíåíèå (7.1) íà ñðåçàþ-ùóþ �óíêöèþ � 2 C10 (R), òàêóþ ÷òî � � 1 ïðè t 2 [T; T + 1℄ è � � 0 ïðèt =2 [T � 1; T + 2℄. Ïîëó÷èì(7.2) 8><>: �2t (�un) +�(�un) = a�1(��n + �f(un)� 
��tun)++ 2�t��tun + (�2t �)un = hn(t)�unj�
T�1;T+2 = 0Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â [H2;p(
T�1;T+2)℄k,òî èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþìû òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç un. Ñîãëàñíî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, un ! uâ ïðîñòðàíñòâå �Ñ1(
T�1;T+2)�k. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî �n ! � â ïðîñòðàíñòâå [Lp(
T�1;T+2)℄k. Ñëåäîâàòåëüíî, hn ! h â ïðî-ñòðàíñòâå [Lp(
T�1;T+2)℄k. Ïî òåîðåìå î Lp-ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿËàïëàñà ïîëó÷àåì òåïåðü�un ! �u â [H2;p(
T�1;T+2)℄k ñëåäîâàòåëüíî, un ! u â [H2;p(
T )℄kÒàê æå êàê è â òåîðåìå 1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî u 2 P . Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �Èòàê, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1 ïðîâåðåíû, ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâà ñëå-äóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 3. Ïóñòü � � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â �+, èíâàðèàíòíîå îòíî-ñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîëóãðóïïû fTs; s � 0g. Òîãäà ñåìåéñòâî óðàâíåíèé (6.1)îáëàäàåò òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A � . Êðîìå òîãî,A � = A !(�) = �+KZ(�)Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî ñèìâîëà �(�) 2 Z(�) ÿäðî K� íåïóñòî, òî åñòüñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå ïðè t 2 R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) ñïðàâîé ÷àñòüþ �(t), t 2 R.Îïèøåì òåïåðü õàðàêòåð ïðèòÿæåíèÿ ê àòòðàêòîðó A � òðàåêòîðèé ñåìåé-ñòâà (6.1).Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü B îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â K+� \ F+a , t2 > t1 � 021



è �+ = �+1 , �+ = �+1 . Òîãäàdist2;p(�t1;t2TsB ; �t1;t2A � )! 0 ïðè s! +1 , ãäådist2;p(M;N) = supx2M infy2N jjx� y;
t1;t2 jj2;pÇäåñü ÷åðåç �t1;t2 îáîçíà÷åí îïåðàòîð ñóæåíèÿ �óíêöèè íà èíòåðâàë [t2; t1℄.Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü u(t), t � 0 � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (6.1) ñ �èê-ñèðîâàííûì ñèìâîëîì �(�) 2 � . Òîãäà äëÿ ëþáîãî N > 0 è ëþáîãî " > 0ñóùåñòâóåò òàêîå T0 = T0(N; ") > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > T0 ñóùåñòâóåò ïîë-íûé ñèìâîë �T (�) 2 Z(�) è îãðàíè÷åííîå íà âñåé îñè ðåøåíèå uT (�) 2 K�, äëÿêîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî(7.4) jju� uT ; 
T;T+N jj2;p � "Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ �+ è �+ âûáðàíà ñèëüíàÿ òî-ïîëîãèÿ (òî åñòü (�+; �+) = (�+1 ; �+1 )).Êðîìå òîãî, êàê â ñëó÷àå âûáîðà ñèëüíîé òîïîëîãèè, òàê è â ñëó÷àå âûáîðàñëàáîé òîïîëîãèè (òî åñòü (�+; �+) = (�+2 ; �+2 )), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî(7.5) jju� uT ; 
T;T+N jj1;1 � "Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ àò-òðàêòîðà A � � K+� è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ Hw2;p �� C1.x8 Ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèèòðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà.Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåí ðÿä ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 7.3 è ðàññìîòðåíûíåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ. Êðîìå ýòîãî, èññëåäîâàí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îãðà-íè÷åííûõ íà âñåé îñè t 2 R ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6.0).Ïðåæäå âñåãî, êîíêðåòèçèðóåì âûáîð ïðîñòðàíñòâà ñèìâîëîâ � ñåìåéñòâàóðàâíåíèé (6.1).Ëåììà 1. Ïóñòü � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â �+, èíâàðèàíòíîå îòíîñè-òåëüíî ïîëóãðóïïû fTs ; s � 0g è ïóñòü g 2 �. Òîãäà îáîëî÷êà �óíêöèè g(8.1) H+(g) = [Tsg; s � 0℄�+ �� �+êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �+.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñðàçó ñëåäóåò èç âëîæåíèÿ H+(g) � �.Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ g 2 �+ íàçîâåì òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â �+,åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (8.1).Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî H+(g) òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíî, òî åñòü(8.2) TsH+(g) � H+(g) ; s � 0Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî H+(g) ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå ïðîñòðàí-ñòâà ñèìâîëîâ � ñåìåéñòâà (6.1), åñëè g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â �+.Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A g óðàâíåíèÿ (6.0) 
ïðàâîé ÷àñòüþ g(t) (òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â �+) òðàåêòîðíûé àòòðàê-òîð A � ñåìåéñòâà (6.1) ñ ïðîñòðàíñòâîì ñèìâîëîâ � = H+(g). Áóäåì íàçû-âàòü Ag ñèëüíûì òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì, åñëè â ïðîñòðàíñòâàõ �+ è �+22



âûáðàíà ñèëüíàÿ òîïîëîãèÿ (�+ = �+1 , �+ = �+1 ), è ñëàáûì òðàåêòîðíûìàòòðàêòîðîì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (�+ = �+2 , �+ = �+2 ). Ñëàáûé òðàåêòîðíûéàòòðàêòîð ìû èíîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì A wg .Ñ�îðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèè òðàíñëÿöèîííîé êîìïàêòíîñòèâ ïðîñòðàíñòâàõ �+i , i = 1 ; 2.Òåîðåìà 1 [7℄, [5℄.1. Ôóíêöèÿ g(t), t 2 R+ ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â ïðîñòðàíñòâå�+2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (0.3).2. Ôóíêöèÿ g(t), t 2 R+ ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â ïðîñòðàíñòâå�+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:a) Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t > 0 ìíîæåñòâî fR t+ss g(z) dz ; s 2 R+gïðåäêîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå [Lp(!)℄k.b) Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ �(s), s � 0, �(s)! 0 ïðè s! +0, òàêàÿ ÷òî(8.3) Z t+1t jjg(z)� g(z + l)jjLp(!) dz � �(jlj) ; 8t 2 R+ ; t+ l 2 R+Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå (8.3) çàâåäîìî âûïîëíåío, åñëèjjTsg; [0; 1℄� !jjÆ;p � C ; 8s 2 R+äëÿ íåêîòîðîãî Æ > 0.Òåîðåìà 2.(1) Ïóñòü g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (0.3). Òîãäà óðàâíåíèå (6.0) îáëàäàåòñëàáûì òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A wg .(2) Ïóñòü g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �+1 . Òîãäà óðàâíå-íèå (6.0) îáëàäàåò ñèëüíûì òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A g .Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 7.3 è ïðå-äûäóùåé òåîðåìû.Çàìåòèì, ÷òî åñëè g òðàíñëÿöèîííî-êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �+1 , òî, ñî-ãëàñíî òåîðåìå 2, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü íå òîëüêî ñèëüíûé A g , íî è ñëàáûé A wgòðàåêòîðíûé àòòðàêòîð óðàâíåíèÿ (6.0). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òîïðè ýòîì ìû íå ïîëó÷èì íè÷åãî íîâîãî.Ëåììà 2. Ïóñòü g òðàíñëÿöèîííî-êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �+1 . Òîãäà(8.4) A wg = A gÒàê êàê ïðîñòðàíñòâà �+1 è �+2 ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà, òî ïîñëåäíååðàâåíñòâî èìååò ñìûñë.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñ '1' äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñèëüíîé òî-ïîëîãèè (�+1 ), à èíäåêñ '2' � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñëàáîé òîïîëîãèè (�+2 ). (Íàïðè-ìåð, ñèìâîëH+2 (g) � áóäåò îáîçíà÷àòü îáîëî÷êó �óíêöèè g â ïðîñòðàíñòâå �+2 ).Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.3, A wg = �+KZ2(g) è A g = �+KZ1(g), ïîýòîìó äëÿ äîêà-çàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî(8.5) Z1(g) = Z2(g)Çäåñü è äàëåå Z(g) = Z(H+(g)) è !(g) = !(H+(g)).23



Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Z(g) (ñì. îïðåäåëåíèå 6.7) ñëåäóåò, ÷òî �îð-ìóëà (8.5) áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî(8.6) !1(g) = !2(g) = !(g)Ïóñòü h 2 !2(g), òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 6.6 è �îðìóëû (6:60) ñëåäóåò, ÷òîh = w-limn!1 Tsng, äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sn ! +1 (ñì.[4℄).Òàê êàê îáîëî÷êà H+1 (g) êîìïàêòíà â �+1 è Tsng 2 H+1 (g), òî, áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h = s-limn!1 Tsng 2 H+1 (g). Ñëåäîâàòåëüíî,!1(g) � !2(g). Îáðàòíîå âëîæåíèå î÷åâèäíî, ïîýòîìó !1(g) = !2(g) = !(g). ��àññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ óðàâíåíèé (6.0) ñ òðàíñëÿöèîííîêîìïàêòíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ.Ïðèìåð 1. Ïóñòü g(t; x) = '(t)g0(x), ãäå '(t) � àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè ïåðèîäè-÷åñêàÿ ÷èñëîâàÿ �óíêöèÿ íà ïîëóîñè t 2 R+ (ñì. [14℄), à g0 2 [Lp(!)℄k. Òîãäà�óíêöèÿ g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â �+1 .Ïðèìåð 2. Ïóñòü g(t; x) = Pmi=1 'i(t)g0 i(x), ãäå g0 i(x) 2 [Lp(!)℄k, à �óíêöèÿ'(t) = ('1(t); � � � ; 'm(t)) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè t 2 R+ ðåøåíèåì àâòî-íîìíîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ(8.7) d'dt = F (') ; '(t) 2 Rm ; t 2 R+Ïðåäïîëàãàåòñÿ , ÷òî óðàâíåíèå (8.7) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùå-ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, �óíê-öèÿ g ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â �+1 .Ïðèìåð 3. Îáîáùèì êîíñòðóêöèþ ïðèìåðà 2. �àññìîòðèì êàñêàäíóþ ñèñòåìóa1(�2t g +�g) + 
1�tg � f1(g) = g0 ; g0 2 [Lp(!)℄k(8.8) a2(�2t u+�u) + 
2�tu� f2(u) = g(t)(8.9)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé (8.8), (8.9) âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ñ�îðìóëè-ðîâàííûå âî ââåäåíèè ê ãëàâå 1. Òîãäà, ñîãëàñíî îöåíêå (0.6), ïðèìåíåííîé êóðàâíåíèþ (8.8), äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ g(t), t 2 R+ , åãî îáîëî÷êà îãðàíè÷åíà âF+a , a çíà÷èò g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �+1 . Ìíîæåñòâî îãðà-íè÷åííûõ ïðè t 2 R+ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8.8) îáîçíà÷èì ÷åðåç K+1 . Íåòðóäíîïðîâåðèòü, ÷òî àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà (8.8), (8.9) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé âèäà(6.0) è äîïóñêàåò îöåíêó (0.6). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, îáëàäàåò òðàåê-òîðíûì àòòðàêòîðîì, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì A . Îáîçíà÷èì ÷åðåçA (1) è A (2) åãî ïðîåêöèè íà ïåðâóþ (g) è âòîðóþ (u) êîìïîíåíòó. Òîãäà A (1) �òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð óðàâíåíèÿ (8.8). Èññëåäóåì ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà A (2) .Äëÿ ýòîãî ââåäåì åùå äâà îïðåäåëåíèÿ. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå g 2 K+1 èîáîçíà÷èì ÷åðåç A (2)g òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð óðàâíåíèÿ (8.9):A (2)g = A H+ (g)Êðîìå ýòîãî, àòòðàêòîð A (1) ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàêïðîñòðàíñòâî ñèìâîëîâ äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ (� = A (1)). Ïîñòðîåííûé òàêèìîáðàçîì òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð îáîçíà÷èì ñèìâîëîì A (2)(1) .24



Òåîðåìà 3. A (2)(1) = A (2) = [g2A(1) A (2)g = [g2K+1 A (2)gÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � = A (1) . Äîêàæåì, ÷òî(8:90) � = H+(�) = �+Z(�)Òàê êàê àòòðàêòîð A(1) ñòðîãî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîëóãðóïïûfTs; s � 0g, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû (8:90) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òîìíîæåñòâî A(1) çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå �+. Íî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ÿâ-ëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì êîìïàêòíîñòè A(1) â ïðîñòðàíñòâå �+ � �+.Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà (8:90) äîêàçàíà. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü ëåãêîñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà ñ ïîìîùüþ îáúåäèíåíèÿâñåõ îãðàíè÷åííûõ ïðè t 2 R òðàåêòîðèé (
ì.[14℄).Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé �óíêöèè g(t)â ïðèìåðå 3, âìåñòî óðàâíåíèÿ (8.8) ìîæíî âçÿòü ëþáîå äðóãîå óðàâíåíèå (íà-ïðèìåð, óðàâíåíèå ðåàêöèè äè��óçèè), îáëàäàþùåå òðàåêòîðíûì àòòðàêòî-ðîì â ïðîñòðàíñòâå �+1 .Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 7.3 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèéñëåäóþùåé çàäà÷è â ïîëíîì öèëèíäðå 
 = R � ! .(8.10 ) ( a(�2t u+�u) + 
�tu� f(u) = �(t) ; t 2 RjjujjFa <1Òåîðåìà 4. Ïóñòü �óíêöèÿ �(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(8.11 ) j�ja = supt2R jj�; 
tjj0;p <1òîãäà çàäà÷à (8.10) îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì ðåøåíèåì â ïðîñòðàíñòâå Fa .Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî �îðìóëå (8.1), îïðåäåëèì îáîëî÷êó �óíêöèè �â ïðîñòðàíñòâå �2(8.12 ) H(�) = [Ts�; s 2 R℄�2Òàê æå, êàê è äëÿ �óíêöèé íà ïîëóîñè, ìíîæåñòâî H(�) êîìïàêòíî â ïðîñòðàí-ñòâå �2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (8.11) (ñì.[7℄). Âûáåðåìâ êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ñèìâîëîâ ñåìåéñòâà óðàâíåíèé (6.1) ìíîæåñòâî� = �+H(�)Òîãäà, î÷åâèäíî Ts� = � ; 8s � 0 ; !(�) = � ; Z(�) = H(�)Ñëåäîâàòåëüíî �(�) 2 Z(�), a çíà÷èò ïî òåîðåìå 7.3 K� 6= ?. �Çàìå÷àíèå. Ïóñòü � òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå �1 . Òîãäà ëþ-áîå ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (8.10) òðàíñëÿöèîííî-êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå �1,òî åñòü(8.13) H(u) = [Tsu ; s 2 R℄�1 �� �1Ôîðìóëà (8.13) ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà KZ(�+H(g)) è î÷åâèäíîãîâëîæåíèÿ H(u) � KZ(�+H(g)). 25



x9 Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ïðè t ! 1.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âîçìóùåíèå óðàâíåíèÿ (6.0):(9.1) a(�2t u+�u) + 
�tu� f(u) = g(t) + g1(t)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîçìóùàþùàÿ �óíêöèÿ g1(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:(9.2) Tsg1(t)! 0 â ïðîñòðàíñòâå �+ ïðè s! +1Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (9.2), òîãäà òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð âîç-ìóùåííîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì íåâîçìóùåííîé ñè-ñòåìû:(9.3) A g+g1 = A gÄîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Tsg1 ! 0 ïðè s! +1, òî èç �îðìóëû (6:60) ñëåäóåò:!(H+(g + g1)) = !(H+(g))Òàêèì îáðàçîì,A g+g1 = A H+ (g+g1) = A !(H+ (g+g1)) = A !(H+ (g)) = A H+ (g) = A gÒåîðåìà 1 äîêàçàíà. �Ïðèìåð 1. Ïóñòü g0; g01 2 Lp(!), g = g0(x), g1 = g01(x) sin t2. Òîãäà ñëàáûéòðàåêòîðíûé àòòðàêòîð A wg+g1 óðàâíåíèÿa(�2t u+�u) + 
�tu� f(u) = g0(x) + g01(x) sin t2ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A g àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿa(�2t u+�u) + 
�tu� f(u) = g0(x) , òî åñòü A wg+g1 = A wg = A gÄåéñòâèòåëüíî, Ts sin t2 + 0 â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1℄ ïðè s!1, ñëåäîâàòåëüíî,Tsg1 ! 0 â ïðîñòðàíñòâå �+2 .Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f îáëàäàåò ïîòåíöèàëîì, òîåñòü(9.4) f(u) = �rF (u) ; F 2 C(Rk )Òîãäà, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðàâîé÷àñòè g óðàâíåíèÿ (6.0), ìû ìîæåì áîëåå ïîëíî îïèñàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé (6.0)ïðè t! +1.Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòàáè-ëèçàöèè ïðè t! +1, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) g(t; x) = g+(x) + g1(t; x) , ãäå jg1ja <1 ; g+ 2 Lp(!)2) Ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à(9.5) �w+ � f(w+) = g+ ; w+ = w+(x) ; x 2 !èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé W+ = fw1+; � � � ; wm++ g.3) Tsg1 ! 0 ïðè s ! +1 â ïðîñòðàíñòâå �+2 è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç26



ñëåäóþùèõ óñëîâèé:(9.6) 8>>>>>>><>>>>>>>:
1) Z 10 jjg1(t)jj0;p dt <12) Z 10 jj�tg1(t)jj0;p dt <13) Z 10 jjG1(t)jj0;p dt <1 , ãäå �tG1 = g1Çàìå÷àíèå 1. Êàê èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð [4℄), ìíîæåñòâî �óíêöèé g+, äëÿêîòîðûõ (9.5) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âñþäó ïëîò-íûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà Lp(!).Òåîðåìà 2. 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (9.4), 
 > 0 (òî÷íåå 
 + 
� > 0) èëè
 < 0 è �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòàáèëèçàöèè ïðè t! +1. Òîãäà,ëþáîå ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (6.0) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè t! +1:(9.7) Tsuj
0;1 + w+ ïðè s! +1 ñëàáî â H2;p(
0;1) ; w+ 2W+Â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèå (9.7) áóäåò çàïèñûâàòüñÿ â âèäå:limt!+1u(t) = w+2. Åñëè, êðîìå òîãî, g òðàíñëÿöèîííî-êîìïàêòíà â �+1 , òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòüâ �îðìóëå (9.7) çàìåíÿåòñÿ íà ñèëüíóþ.Çàìå÷àíèå. Â àâòîíîìíîì ñëó÷àå (g1 = 0) àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò àíîíñèðî-âàí â ðàáîòå [3℄. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (6.0) ñ îäíîéïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (x 2 ! �� R1) óñëîâèå êîíå÷íîñòè ðåøåíèéïðåäåëüíîé çàäà÷è (9.5) ìîæåò áûòü ñíÿòî (ñì. [15℄).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Óìíîæèâ óðàâíåíèå (6.0) ñêàëÿðíî íà �tu, ïîëó-÷èì(9.8)12�t(a�tu; �tu) + (
�tu; �tu)� 12�t(aru;ru) + �t(F (u); 1)� �t(g+; u) = (g1; �tu)Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (9.6). Ïóñòüâûïîëíåíî óñëîâèå 1). ÒîãäàZ T0 (g1; �tu) dt � supt2[0;T ℄ jj�tujj0;p0 Z T0 jjg1(t)jj0;p dt � C1jjujja Z +10 jjg1(t)jj0;p dtÑëåäîâàòåëüíî, áëàãîäàðÿ îöåíêå (0.6),(9.9) Z T0 (g1; �tu) dt � C , ãäå C íå çàâèñèò îò TÏóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2). Òîãäà(9:90) Z T0 (g1; �tu) dt = (g1; u)jT0 � Z T0 (�tg1; u) dtÄîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (g1; u)jT0 îãðàíè÷åíî ïðè T ! +1. Äëÿ ýòîãî äîñòà-27



òî÷íî äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèè �(t) = (g1(t) ; u(t)). Èìååì,�t�(t) = (�tg1 ; u) + (g1 ; �tu) � C(jj�tg1jj0;pjjujja + jjg1jjp0;p + jjujjp0a )Èòàê, Z T+1T j�t�(t)j dt � C(jg1jpa + jjujja Z 10 jj�tg1jj0;p dt+ jjujjp0a ) � C1Z T+1T j�(t)j dt � C(jg1jpa + jjujjp0a ) � C2Cëåäîâàòåëüíî, j�(t)j � C1 + C2, 8t � 0. Òàêèì îáðàçîì,(g1; u)jT0 � 2(C1 + C2)Îöåíèâàÿ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (9:90) òàê æå, êàê è â ñëó÷àå 1),ïîëó÷èì îöåíêó (9.9).Ïóñòü, íàêîíåö, âûïîëíåíî óñëîâèå 3). Òîãäà(9.10) Z T0 (g1; �tu) dt = (G1; �tu)jT0 � Z T0 (G1; �2t u) dtÎöåíèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë â �îðìóëå (9.10) ( Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí îöåíè-âàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2) ).Z T0 (G1; �2t u) � [T ℄+1Xn=0 jj�2t u;
njj0;p0 Z n+1n jjG1(t)jj0;p dt �� Cjjujja Z 10 jjG1(t)jj0;p dt <1Èòàê, âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà (9.9). Ïðîèíòåãðèðîâàâ òå-ïåðü ñîîòíîøåíèå (9.8) ïî îòðåçêó [0; T ℄, è, èñïîëüçîâàâ îöåíêè (9.9), (0.6) èïîëîæèòåëüíîñòü ìàòðèöû 
, ïîëó÷èìZ T0 jj�tujj2 dt � C , ãäå C íå çàâèñèò îò T ,òî åñòü(9.11) Z +10 jj�tujj2 dt <1Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî u(t) ! w+ â L2(!) äëÿ íåêîòîðîãî w+ 2 W+ . Ïðåä-ïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, òàê êàê �óíêöèÿ u : R+ ! L2(!) íåïðåðûâíà, àìíîæåñòâî W+ êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sk !1, òàêàÿ ÷òî(9:110) jju(sk)� w+; L2(!)jj � � äëÿ ëþáîãî w+ 2W+ ; � > 0 ; k 2 N�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fTsku; k 2 Ng 2 �+2 . Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.2,èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fskg ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîòîðóþìû òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç fskg), òàêóþ ÷òî Tsku ! u0 â ïðîñòðàíñòâå �+2 .Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (9.11), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî R T+1T jj�tu0(t)jj dt = 0 äëÿëþáîãî T > 0. Òàêèì îáðàçîì, u0(t; x) = u0(x). Èç òåîðåìû 7.1 ñëåäóåò òåïåðü,÷òî u0 2W+, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (9:110). (Íàïîìíèì, ÷òî �+2 � C lo
(
+)).28



Èòàê,(9:1100) u(t)! w+ ïðè t! +1 â L2(!) ; w+ 2W+Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå (9.7)íåâåðíî. Òîãäà, òàê êàê ïî òåîðåìå 7.2 ìíîæåñòâî Pu = fTsu; s � 1g ïðåäêîì-ïàêòíî â�+2 , òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sk ! +1, òàêàÿ ÷òî limsk!1 Tsku =u+(t; x) = u+(x) 6= w+, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (9:1100). �Çàìå÷àíèå. Êàê ïîêàçûâàþò ýëåìåíòàðíûå ïðèìåðû, ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ
 > 0 ( èëè 
 < 0) ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò.Ïðèâåäåì ïðèìåðû �óíêöèé g1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (9.6)1) Ïóñòü g1(t; x) = g0(x) j sin(t2)j1+t2 . Òîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 1.2) Ïóñòü g1(t; x) = g0(x) tt2+1 . Òîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 2.3) Ïóñòü g1(t; x) = g0(x) sin(t3) . Òîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 3.Â çàêëþ÷åíèå ïðèìåíèì òåîðåìó 2 äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (8.10) ñ ïðà-âîé ÷àñòüþ �(t) çàäàííîé íà âñåé ïðÿìîé t 2 R .Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (9.4), 
 > 0 è �óíêöèÿ �(t) óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì ñòàáèëèçàöèè êàê ïðè t! +1, òàê è ïðè t! �1 (òî åñòü �(�t)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòàáèëèçàöèè ïðè t! +1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿu(t), t 2 R óðàâíåíèÿ (8.10) (u 2 Fa) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:limt!�1 u(t) = w� ; limt!+1 u(t) = w+Çäåñü w+ 2 W+ è w� 2 W� � ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ çàäà÷, àâñå ïðåäåëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå, îïèñàííîì â �îðìóëå (9.7).x10 Òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð ýëëèïòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ ñ íåàâòîíîìíîé íåëèíåéíîñòüþ.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû êðàòêî èçëîæèì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðíîãî àò-òðàêòîðà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (0.1), êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò óæå ðàñ-ñìîòðåííîãî âûøå òåì, ÷òî íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f ìîæåò çàâèñåòü îò t. Áëàãî-äàðÿ íàëè÷èþ îöåíêè (0.6) â îáùåì ñëó÷àå, âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â xx6�9ïî÷òè äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (0.1). Åäèíñòâåííîå îòëè÷èåñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè èçìåíèòü îïðåäåëåíèå ñèìâîëà, äàííîå â x6. Äåé-ñòâèòåëüíî, òàê êàê íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f ÿâíî çàâèñèò îò t, òî, êàê èçâåñòíî(ñì. [7℄), äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðíîãî àòòðàêòîðà íåîáõîäèìîâ êà÷åñòâå ñèìâîëà � óðàâíåíèÿ (0.1) ðàññìàòðèâàòü ïàðó �( � ) = (f( � ); g( � ))(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî fK+� ; � 2 �g íå áóäåò òðàíñëÿöèîííî ñîãëàñî-âàííûì). Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì áîëåå ïîäðîáíî.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G = Rk � R+ . Îáîçíà÷èìM + = C lo
(R+ ; C lo
(Rk ;Rk )) = C lo
(G;Rk )Òîïîëîãèÿ â M + çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn(v; t)ñõîäèòñÿ ê h(v; t), v 2 Rk , t 2 R+ , åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K, K �� GhnjK � hjK â ïðîñòðàíñòâå C(K ;Rk ).29



Îïðåäåëåíèå 2. Àíàëîãè÷íî x6, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì �+ ëèáî ïðîñòðàíñòâî�+1 = M +� [Llo
p (R+ ; Lp(!))℄k, ëèáî � �+2 = M +� [Llo
;wp (R+ ; Lp(!))℄k. Â ïåð-âîì ñëó÷àå òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà �+ áóäåì íàçûâàòü ñèëüíîé, à âî âòîðîì� ñëàáîé.�àññìîòðèì ñîâìåñòíî ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé âèäà (0.1):(10.1) ( a(�2t u+�u) + 
�tu�  (u; t) = h(t)� � ( (�); h(�)) 2 �Çäåñü � - êîìïàêò â �+, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:Ts� � � ; Ts�(t) = �(t+ s) (u; t) : u � �C + Cjuj2+" ; "; C > 0(10.2)ðàâíîìåðíî ïî âñåì  2 �1, ãäå �1 = �1� , �1 � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâà-íèÿ íà ïåðâóþ êîìïîíåíòó ïàðû ( ; h) (�1( ; h) =  ). Â ýòîì ñëó÷àå, êàêíåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. [7℄), ïóíêò 3) óñëîâèé (0.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíîïî âñåì  2 �1 .Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèþ f 2 M + íàçîâåì òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíîé â M + ,åñëè åå îáîëî÷êà H+(f) = [Tsf; s � 0℄M+ , ãäå Tsf(� ; t) = f(� ; t+ s), êîìïàêòíàâ ïðîñòðàíñòâå M + .Çàìå÷àíèå. Â ïðèëîæåíèÿõ â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ñèìâîëîâ ñåìåéñòâà (10.1)îáû÷íî áåðåòñÿ ìíîæåñòâî � = H+(f)�H+(g) (èëè � = H+(f ; g)), ãäå f è g� íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûå �óíêöèè, òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíûå â ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðè÷åì �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.4).Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ëþáàÿ �óíêöèÿ  2 �1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-ÿì (0.4) ñ òåìè æå êîíñòàíòàìè, ÷òî è èñõîäíàÿ �óíêöèÿ f . Òàêèì îáðàçîì, âýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (10.2) çàâåäîìî âûïîëíåíî.Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ âûøå èçìåíåíèé âñå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû xx6�8 ïå-ðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (0.1). Íàïðèìåð, àíàëîã òåîðåìû 8.2 áóäåòçâó÷àòü òàê:Òåîðåìà 1. Ïóñòü f òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå M + è óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèÿì (0.4). Òîãäà1. Åñëè g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (0.3), òî óðàâíåíèå (0.1) îáëàäàåò ñëàáûìòðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A wff;gg = A w� (� = H+(f)�H+�+2 (g)).2. Åñëè g òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â �+1 , òî óðàâíåíèå (0.1) îáëàäàåò ñèëü-íûì òðàåêòîðíûì àòòðàêòîðîì A ff;gg = A � (� = H+(f)�H+�+1 (g)).Àíàëîãîì òåîðåì 9.1 è 9.2 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû:Òåîðåìà 2. Ïóñòü Tsff1; g1g ! 0 â �+ . ÒîãäàA ff+f1 ;g+g1g = A ff;ggÏðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f èìååò âèä:f(u; t) = f0(u) + f1(u; t) , ãäå f0 = �rF0(u)30



Ïóñòü òàêæå Tsf1 ! 0 â M + ïðè s! +1, è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:(10.3) maxjuj�r jf1(u; t)j � Q(r; t) , Z +10 Q(r; t) dt � Q1(r) <1Òåîðåìà 3. Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, ñ�îðìóëèðîâàííûì âûøå, à�óíêöèÿ g � óñëîâèÿì ñòàáèëèçàöèè, ñ�îðìóëèðîâàííûì â x9. Òîãäà ëþáîåðåøåíèå çàäà÷è (0.1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè t! +1:limt!+1u(t) = w+Çäåñü w+ 2W+ � íåêîòîðîå ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è (9.5) ñ f = f0 .Íàêîíåö, ðàññìîòðèì àíàëîã çàäà÷è (8.10) â ïîëíîì öèëèíäðå 
 = R � ! .(10.4) ( a(�2t u+�u) + 
�tu� f(u; t) = �(t)jjujjFa <1Òåîðåìà 4. Ïóñòü �óíêöèÿ f(�; t), t 2 R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.4) íà âñåéîñè t 2 R, à �óíêöèÿ �(t) � óñëîâèþ (8.11). Òîãäà çàäà÷à (10.4) èìååò â Fa õîòÿáû îäíî ðåøåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f òðàíñëÿöèîííî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå M , òî ðå-øåíèå (10.4) ñòðîèòñÿ òàê æå êàê è â òåîðåìå 8.4. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òðàíñ-ëÿöèîííîé êîìïàêòíîñòè, ðåøåíèå (10.4) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâóòåîðåìû 5.2. À èìåííî: ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à âèäà (10.4)â îãðàíè÷åííîì öèëèíäðå 
�M;M ñ íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Íà îñíî-âå îöåíêè, àíàëîãè÷íîé (4.10), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî jjuM jjFa � C ðàâíîìåðíî ïîM 2 N . Âûïîëíÿÿ çàòåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä M ! +1, ïîëó÷àåì ðåøåíèåçàäà÷è (10.4). �Çàìå÷àíèå. Íåçíà÷èòåëüíîå îáîáùåíèå ñõåìû, èçëîæåííîé âûøå, ïîçâîëÿåòïîñòðîèòü òðàåêòîðíûé àòòðàêòîð è äëÿ áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ (5.6).
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